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Vorwort. 

Das vorliegende m zwei Bande eingeteilte Werk ist duioh Zusammen- 
fassung und teilweise weitere Ausführung einer Folge Ton Vorlesungen 
entstanden, die mit mannigfachen Umgestaltungen und YervoUkommnungs- 
versuchen periodisch wiederkehrend seit einer langen Beihe von Jahren 
an der Umrersitat München von mir gehalten wurden Es geschah dies 
m der Ahsioht, den Studierenden der Mathematik, insbesondere schon 
denjenigen dei ersten Semester eine auf ausschließhcher Benützung ele- 
mentarer Methoden beruhende, streng und emheitlich aufgebaute und 
zugleich nach Möglichkeit ausgebaute Darstellung der Hauptlehren dei 
Funktionentheone und ihrer arithmetischen Grundlagen zu bieten. Eme 
ausführliche Behandlung dieser Grundlagen bildet den Inhalt des eisten 
Bandes Derselbe enthalt außer der Lehre von den rationalen Zahlen im 
wesentlichen eme systematische Bearbeitung desjenigen Stoffgebietes, 
über welches m meinen Enzyklopädieartikeln* „Irrationalzahlen und 
Konvergenz unendlicher Prozesse" und „Unendliche Prozesse mit kom- 
plexen Termen" berichtet wurde (mit Ausschluß der Lehre von den un- 
endhchen Determinanten) Der zweite Band gibt dann eme EmfQhrung 
in die Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen einer komplexen 
Yeränderlichen und der einfachsten mehrdeutigen Umkehrungsfunktionen 
auf Grund der Weierstraßschen Methoden und deren weiterer Aus- 
bildung, namentlich m bezug auf die Theorie der ganzen transzendenten 
Funktionen und der analytischen Fortsetzung. 

Bei der Abfassung des Buches habe ich, wie ja schon dessen Ent- 
stehungsweise vermuten läßt, m erster Linie an solche Leser gedacht, 
welche noch im Anfange ihrer mathematischen Studien stehen Irgend- 
welche mathematischen YorkenntniBse sind zum Yerständnisse des ersten 
Bandes überhaupt nicht erforderlich, und, was für das Studium des zwei- 
ten Bandes als unentbehrlich vorausgesetzt wird, reduziert sich auf die 
Kenntnis einiger Begriffe und Sätze aus den Anfangsgründen der elemen- 
taren und der analytischen Geometrie. Auch die an die Auffassungsgabe 
des Lesers gestellten Anforderungen halten sich, wie ich glaube, in sehi 
mäßigen Grenzen, und ich würde eher fürchten, eines stellenweise gar 
zu niedrigen Darstelluncsniveftiia nflptv aliim m-nRaf "Uvati-^ „«-;-t — — 



VI Vorwort. 

weiden, wenn nidit meine langjährigen Lehrerfahrungen mich hoffen 
ließen, in dieser Einsicht annähernd das richtige getroffen zu haben Daß 
trotz des elementaren Charakters der DarsteUnng durchweg möghchste 
Strenge der Beweisführung angestrebt wird, bedarf wohl kaum der Er- 
wähnung, da dies nach meinem Dafürhalten als selbstverständliche For- 
derung jeder mathematischen Darstellung gelten soUte. Um die Auf- 
merksamkeit des Lesers nicht m unnötiger, nach meinem Dafürhalten 
häufig geradezu als störend empfundener Weise von dem systematischen 
Gange der Untersuchung abzuziehen, sind (mit verschwindenden Aus- 
nahmen) etwaige Quellenangaben, literarische Hinweise, historische Be- 
merkungen und sonstige aUenfaUs wünschenswert erscheinende Ergän- 
zungen m einen besonderen, am Ende jedes einzelnen Bandes befindlichen 
Anhang verwiesen. Im übrigen sei noch ausdrücklich hervorgehoben, daß 
der Inhalt dieser Vorlesungen keineswegs nur auf die Entwicklung der not- 
wendigsten Elemente der in Betracht kommenden Gebiete sich beschrankt 
Vielmehr suchte ich bei der Behandlung der emzelneu Gegenstande eine 
gewisse, über den nächstliegenden Bedarf des Anfängers wesentlich hinaus- 
gehende Vollständigkeit zu erreichen Und als leitenden Grundgedanken, 
der mir m gleicher Weise bei der Abfassung des anthmetischeu, wie des 
fanktionentheoretischen Teils rorschwebte, möchte ich die Durchführung 
der Absicht bezeichnen, die demenixiren MeÜhoden nach Möglichkeit cms- 
mnutgen bzw weit genug ausjsubildenj um den Leser mit den modernen 
Verschärfungen und Vertiefungen der Begriffe und Fragestellungen vei- 
traut machen zu können und ihn so nahe, wie es die Einfachheit der auf- 
gewendeten Hilfsmittel irgend gestattet, an die Grenzen unserer heutigen 
Erkenntnis heranzuführen. Hiemach hege ich die Hoffnung, daß diese 
Vorlesungen auch fortgeschnttneren Lesern merklichen Nutzen gewahren 
und, zum mindesten in bezug auf die Art der Darstellung, auch der Be- 
achtung der eigentlichen Fachgenossen nicht unwert sein dürften 

Der erste, als ZaUenlehre bezeichnete Band erscheint in drei Ab- 
teilungen, deren jede, unbeschadet des zwischen ihnen bestehenden Zu- 
sammenhanges, ein vollständig abgeschlossenes Stoffgebiet umfaßt Diese 
Zerlegung dürfte namentlich denjenigen Studierenden willkommen sein, 
welche von der ersten, die Einführung und Ausgestaltung des reellen 
Zahl- und Grenzbegriffes enthaltenden AhteiUmg zunächst nur als einer 
passenden Ergänzung zu den üblichen Vorlesungen Über Infinitesimal- 
rechnung Gebrauch machen wollen, da m diesen letzteren die für jedes 
tiefere Verständnis der Analysis unentbehrhchen arithmetischen Grund- 
lagen erfahrungsgemäß aus Mangel an Zeit entweder als im wesenthchen 
bekannt vorausgesetzt oder zum mindesten nicht mit genügender Aas- 



Vorwort VII 

Bezügbch der zweckmäßigsten EmfQhraiigsart des Zahlbegnffs schei- 
nen zwischen den Mathematikern noch immer recht erhebhche Meinungs- 
verschiedenheiten zu heirsohen Ich habe mich von jeher der zuerst wohl 
von Heine scharf ausgesprochenen, insbesondere auch von Helmholtz 
mit Nachdruck vertretenen Auffossung angeschlossen, die unter ZcMen- 
ledighoh ein geordnetes, bestimmten Yerknüpfungsregehi genügendes. 
System von Zeichen verstanden wissen will und somit eme vollständige 
Trennung der reinen Zdfilenlehre von der Größenlefire anstrebt In der 
vorliegenden Darstellung gehe ich insofern noch einen Schritt weiter, 
als ich den Begriff der natürlichen Zahl zunächst an em ganz spegteUes 
Zeichensystem, namlich an dasjenige unserer dekadischen Ziflfemschrift 
knüpfe. Indem ich dieses Zeichensystem in bestimmter Anordnung auf 
Grund genau beschriebener rein kombinatorischer Regeln gewissermaßen 
vor den Augen des Lesers entstehen lasse, gewinne ich eme „kanonische 
Form" für die unbegrenzt fortsetzbaie, geordnete Folge der natürlichen 
Zahlen, sodaß die Existem dieser letzteien damit für mich außer Frage 
steht (selbst auf die Gefahr hin, daß unerbitthche Logiker, Axiomatiker 
oder Mengentheoretiker hiergegen Widerspruch erheben sollten). Füi* die 
in diesem Zusammenhange lediglich als OrdinalecMen auftretenden natür- 
lichen Zahlen wird die Addition nach dem Voigange von H Graßmann 
rekursonsch de&aiert, sodann das assoziative und kommiitative Yerhalteu 
einer Summe von der Form a + h + c in bekannter Weise durch voll- 
ständige Induktion abgeleitet (deren Zulässigkeit ich als eine unmittelbare 
Folge der bloßen Existenz der geordneten Reihe der natürbchen Zahlen 
betrachte). Um das Vorhandensein jener Eigenschaften auf „behebige" 
Summen übertragen zu können, erweist sich der Begriff der Angahl als 
unentbehrlich, und es wird daher zunächst gezeigt, wie die bisher ge- 
BchafPenen Ordxn(ügahlen als ÄngahWejseiohnungen oder, wie man zu sagen 
pflegt, als Kardinalgdhlen angewendet werden können 

Es folgt alsdann die rekursorische Behandlung der MuUipUhaüon 
mit ihren charakteristischen Eigenschaften und, im Anschluß an die üni- 
Icehrung der beiden genannten fundamentalen Bechnungsoperationen, die 
Einführung neuer Zahlen: der Brüche (aus Zweckmäßigkeitsgründen gu- 
erst), sowie der Null and der n^ativen Zahlen. Für die Feststellung, wie 
diese neuen Zahlen zn ordnen bzw. in die Folge der schon vorhandenen 
einguordnen sind und wie mit ihnen ger€<^met werden muß, dient das ge- 
wöhnlich nach dem Voi'gange von Hankel (nicht besonders glücklich) 
als Prinzip der ffPermaneng" formaler Gesetze bezeichnete Überiragungs- 
pnnzip und zwar in einer nach meinem Dafürhalten merklich verbesserten 
Form, welche ihjm den Charakter einer gewissen logischen Notwendigkeit 
verleiht. Es werden nämlich allemal haua 7fMgaiAhj>%*. in orti/iVm*« tt«,*««™^ 



Vni Vorwort 

emgeführt; daß eine Teilmenge derselben lediglich, neue Zeichen fiii be- 
reits vorhandene Zahlen vorBtellt. Für diese letzteren bestehen also schon 
ganz bestunmte, auf die Feststellung ihrer Sukzession und die Definition 
der Rechnungsoperationen bezüghche Regeln, die sich ohne weiteres in 
die neuen Bezeichnungen «wtschreiben lassen Soll dann in der Hand- 
habung des gesamten neu geschaffenen Zeiohenyorrats nicht eme yoJl- 
ständige Verwirrung eintreten; so bleibt kaum etwas anderes übrig, als jene 
für einen Teil desselben bereits zu Recht bestehenden Regeln definitions- 
weise auf die Gesamtheit auszudehnen und diesen Schritt durch den Nach- 
weis zu legitimieren, daß die so getroffenen Festsetzungen den an sie zu 
stellenden Anforderungen widerspruchslos genügen 

Das soeben geschilderte Verfahren, welches zunächst Anwendung 
findet, um das ursprüngliche Gebiet der naturlidien Zahlen zu demjenigen 
der rationcilen zu erweitern, leistet nicht minder gute Dienste bei der Em- 
führung der trrationalen Zahlen, welche im wesentlichen nach der Meray- 
Cant ersehen Methode erfolgt. Als Vorbereitung dient eine ausführhche 
Behandlung der Lehre von den syst&naUschen Brüchen (Systembrüchen), 
die insbesondere dazu führt, m den unbegrenzt fortsetzbaren periodjs(^ien 
Systembrüchen bzw einer von mir als rattondl-konvergente ZaJdenfolgen be- 
zeichneten VeraUgemeinerung derselben, brauchbare Äquivalente, also neue 
Zahlseichen für die bereits vorhandenen rationalen Zahlen zu gewinnen. 
Durch bloße Übertragung der für Anordnung und Verknüpfung der ratio- 
nalen Zahlen bestehenden Gesetze in die neue Schreibweise ergibt sich 
dann ohne weiteres ein entsprechender Komplex h€re^ts gesidierter Regeln 
für jene neue Art von Zahlzeichen, und es bedarf nur der Ausdehnung 
dieser Regeln auf beliebige unbegrenzt fortsetzbare Systembruche bzw Äo»- 
vergente Zahlenfolgen („Fundamentalreihen" in der Cant ersehen Bezeich- 
nung) emschließlich des oben angedeuteten ergänzenden Nachweises, um 
damit alles erforderhche für die Einführung der aUgememen reellen bzw. 
der hierbei als neu hmzutretenden trrationalen Zahlen zu leisten. 

Nach einem Bxkuis über die ÄbmhlbarTceii der rationalen und auch 
der algebiaisohen, die NichtabeähWarkeit der irrationalen Zahlen folgt die 
Einführung des renisbegriffs einschließlich der „uneigenthoJien" Grenz- 
werte -f- oo und — cx), sowie die Formulierung des sogenannten cdl- 
gemeinen Konverge^isjprineips, d. h die Aufstellung der notwendigen and 
hinreichenden Bedingungen für die Uxisteng des Oremwertes einer ab- 
zählbaren Zahlenmenge Die weitere Ausbildung der Rechenoperationen 
mit aUgememen reellen Zahlen führt sodann zur Definition und genaueren 
Untersuchung der Potenßen mit (positiver Basis und) bdiehigem JEscponenten 
und der Loga/n&tmenj insbesondere der naimUchen Logarithmen und ihrer 
Basis e. 



Vorwort IX 

Hieran scliließen sieh die Einführung der unteren und oberen Gi enze, 
die Weiterbildung des GraiewerüiQ^TnSLQs zum unter&n bzw oberen Limes 
und zui HaufungszaM, ferner die Untersuchung der sogenannten unbe- 
stimmten Quohenten und die Graduierung des Unendlich- und NvMwerdens, 
sowie die Aufstellung von ünendUchJceitsskalen Mit einer eingehenden 
Untersuchung der gweifach-unendhchen Zahlenfolgen und der dabei zum 
Vorschein kommenden Grenzwertraöglichkeiten schließt diese &rsie Ab- 
teilung. 

Die sueiie Abteilung enthält eine ausführliche Theorie der unend- 
hoheu Reihen mit reellen Ghedern, die drtite, außer der Einführung der 
komplexen Zahlen und der hierdurch erforderlich werdenden Vervoll- 
ständigung der Reihenlehre, die Theorie der unendlichen Produkte und 
Eettenbrüche, dazu den oben erwähnten Anhang und em alphabetisches 
Sachregister 

München, im April 1916 
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Abschnitt I. 

Reelle Zahlen und Zahlenfolgen. 

Einleitung. 

Begriff und aUgemeine Elgenscliaftoii der reeUen Zahlen. 

Unter dem Inbegriffe der redien Zahlen verstehen wir eine geordnete^ 
wibegrenete Menge durch Vereinhcmmg festgesetzter ;, bestimmten Ver- 
hiitpfungsregeln genügender Zeichen 

Zur vorläufigen Erläuterung der in dieser Aussage zusammen- 
gefaßten Eüaupteigenschaften der reellen Zahlen diene folgendes 

1 Die Menge der reellen Zahlen ist eine ,^eordnetef*, d. h. jedem der 
£rag[lichen Zeichen kommt innerhalb ihrer Gesamtheit ein eindeutig he- 
summier Platu oder Bang zu, jedoch versdiiedenen Zeichen mcht allemal 
verschiedene Plätze Bedeuten also a und h zwei verschiedene Zetdien des 
Systems; so kann der Fall eintreten, daß a und h denselben Platz (Rang) 
einnehmen* dann ist h dieselbe ZaM wie a, anders gesprochen, b ist dann 
nur em anderes Zeicßien für die Zahl a. Wir drücken diesen Sachverhalt 
sohematisoh durch die Schreibweise aus: 

(1) fl — 6 oder auch: fe — a. ^) 

In jedem anderen Falle besteht eine eindeutige Bestimmung darüber, daß 
a entweder dem b vorangeht oder ihm nachfdlgtf in Zeichen: 

(2) a<b bzw. (8) a>bJ) 

1 2 

1) Z. B. -- ist eine beatimmte Zahl und -r-, 0,6, 0,4.999 • • • sind andere Zeichen 

1 

für — -t daher sohieiben wir. 

Y - y (8 § 7, S. 88) 
— 0,6 (B. § 17, S 99) 
mm 0,4899 ... (b § 20, S. 119). 

2) Hierbei -wird also zunächst der Begriff der geordneten Menge an eine be- 
stimmte räumliehe AnaeTiaiinnff CTAlrnflrkfli T«/Joooo« «««-i-nUA jj — i.j u i 



2 Absolmitt I Kmleitung Nr 1, 

Da bei derjenigen fundamentalen Anwendung der reellen Zahlen^), welcher 
sie überhaupt ihre Einführung vei danken (nämlich bei ihrer Verwertung 
zur Beschreibung von MengenhegieJiungen gdhlha/rer oder von Qroßenr 
heevehungen meßbarer Dinge), jene Relationen (1), (2), (3) den Begriffen* 
f^leich", „Ueiner", f^roßer*' in der üblichen empirischen Bedeutung ent- 
sprechen, so werden wir, abgesehen von den beiden ersten Paragraphen, 
als sprachlichen Ausdruck für die Beziehungen (1), (2), (3) uns stets dei 
BedewendiMmen bedienen* 

(la) a ist gleich h oder h ist gleicJi a, 

(2 a) a ist Meiner als h, bzw (3 a) a ist großer als h. 

Dabei ist aber festzuhalten, daß trote dieser ÄtisdrucJesweise die Re- 
lationen (1) geneiell zunächst nur die VertauschharJceit, die Relationen (2) 
und (3) eme bestimmte Sukgesston von a und h bedeuten, und es sei aus- 
drücklich hervorgehoben, daß ihre Auffassung als Mmgen- oder Qrbßen- 
heeteliungen ohne eme entsprechende Umdeuiung der Bezeichnungen 
„Hemer" und „größer*' m unendlich vielen Fällen geradezu widersinnig 
erschemen würde. ^) 

AuffassoDg zu erleiohtem und ist prinzipiell dniohaus entbehrlich Man hat, um 
zu dem Begriffe einer geordneten (zweiseitig unbegrenzten) Menge von irgendwelchen 
Elementen zu gelangen, nur folgende Festsetzungen zu treffen 

(I) Die Gesamtheit aller von ugendeuaem Elemente a verschiedenen Elemente 
zerfällt in ewei getrennte Klassen von Elementen b bzw h' Die Zugehöngkeit zu 
der einen oder anderen Klasse wird daigestellt durch eine der beiden Beziehungen 

b <^ a, a < &', 
und zwar kann dann nicht gleichzeitig a<Cb bzw &' ■< a sein 

(II) Aus & < a, a < &' folgt allemal 

und diese Beziehung besteht dann unabhängig von dei Wahl der Zahl a 

(III) Die Beziehung h' '■> h 

ist lediglich eine (aus Zwecknaäßigkeitsgrflnden wünschenswerte) andere Schreib- 
vmse der Beziehnng b <C.b' 

1) Genauer gesagt: eines Teiles dei leellen ZaJilen, nämlich der sog absoluten 
oder positiven 

2) Dies gilt nicht nur fQr Belationen wie 

- 1 < 0, — 2 < - 1 (8 § 12, S. 70, Ungl. (11)), 

sondern auch schon fär. 

< 1 (S 12, B. 70, Ungl. (11)). 

Denn betrachtet man etwa 1 als Symbol irgendemer meßbaren Größe (z B Strecke, 
ebenen Figur usw), so entspricht dem Zeichen Überhaupt kewe dcümt vergleidi- 
hare. Die Auffassung der Ilelation ■< 1 als Gh'ößmbegtehxing wiixe also gerade so 
widersinnig, als ob man sagen wollte Ein JPiinM ist kiireer als eme gewisse 
Strecke', eine Strecke ist sclimaler als em (pewisses Eechteck usf 
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2 Die Menge der reellen Zahlen ist „imhegrend" in dem folgenden 
Sinne*): es gibt in der Sukzession der reellen Zahlen Iceine erste (;,kleinste") 
und kerne letate („größte'^, und es gibt auch stets &,nG Zahl (und folglich 
deren unb^renet viele) nimsdien irgend zwei beliebigen. Sind also a, h 
irgendzwei Zahlen von der Beschaffenheit, daß a <.h, so gibt es stets 
Zahlen a', V, c, derai't, daß: 

(4) a'<a<b'<b<c. 

3 Die eben näher beschriebene ünbegr&ietheit der Menge der reellen 
Zahlen, d. h. Zähleeichen, schließt keineswegs aus, daß diese letzteren 
durch YeyGhnbarung vollliommen fixiert erscheinen Hierzu bedarf es ledig- 
lich einer hegreneten Anzahl geordneter Fundamentaheichen („Ziffern") 
und sodann eines Oesetees, nach welchem aus diesen durch Yeibindung 
und Wiederholung, allenfalls mit Hinzunahme gewisser Silfseeidlien (wie 
des Mmusge^cli&ns bei den „negativen" Zahlen, des Bntchsk%cJies oder 
des Kommas bei den ,,gewöhnliohen" bzw. „Dezimalbrüchen"), immer 
neue Zeichen zu bilden und der Suhsession der bereits vorhandenen an- 
mreihen bzw einzuordnen sind 

4 Die bei der Definition der Zahlen ausdrücklich erwähnten Ver- 
knüpfungsregeln {„Eechnungsregeln", „Becifmungsoperahonen") besagen, daß 
bestimmte, zumeist durch besondere Zeichen {„Bechnirngseeidien", „Opera- 
tionseeuifien^^ kenntlich gemachte Verbwdungen tsweier oder mehrerer Zählen 
durch eine einzige ersetzt werden können; in sobematischer Darstellung: 

(6) JS(a,a',a",.-0-^ 

wo lliaf a', a", • ) eme geeignete "Verbindung der reellen Zahlen 
(a, a', ä'f •), h eine reelle Zahl vorstellt 

Im folgenden werden die VerknUpfungsregeln zunächst für eine 
spezielle, zui sinnlichen Ei-fahrungswelt in besonders einfacher Beziehung 
stehende IClasse reeller Zahlen (der sog. „natürlichen'^ definiert; gewisse, 
naturgemäß hieraus erwachsende Probleme führen dann sukzessive zur 
weiteren Ausgestaltung des Zahlengebietes. 

1) Das Wort „unbe^meif' wird hier in Ermanglung einer anderen passenden 
Bezeiohnnng in umfassenderer Bedeutung gebraucht, als sonst in der Zahlenlehxe 
üblich ist und »noh späterhin anaschlieBlich geschieht 



Kapitel I 

Die rationalen Zahlen. 

§ 1. Bie natürlichen Zahlen. 

1 Es sei eine endlose Folge von Zeichen durch folgende Merkmale 
chaxaktensiert: sie selbst und jede durcli Weglasaung von Anfanga- 
gkedem entstehende Teilfolge hegirnnt mit einem bestimmten Zeichen 
und kann nach bestimmten Regeln wü)egren(st fortgesetzt werden, derart 
daß man imstande ist, zn jed&n emzelnen Zeichen das unmittdhar fol- 
gende und, abgesehen von dem Anfangsgliede, auch das unvmUelbar voran- 
gehende mit emdeutiger Bestimmtheit anzugeben, daß ferner em bereits vor- 
handenes Zeichen niemals imederkehrt und daß sich stets mit Sicherheit 
feststellen laßt, welches von zwei behebig aus der Folge herausgegriffenen 
Zeichen dem anderen vora/ngeht Eine solche Zeichenfolge könnte man 
auf primitivste Art aus einem emeigen Fundamentaheidien, etwa |, durch 
sukzessive Wiederholung herstellen, also: 

i> II, III, IUI, lim, • . 

doch wäre sie wegen ihrer außerordentlichen Unübersichtlichkeit gänz- 
lich unbrauchbar. Man wird also zur Herstellung einer Zeichenfolge der 
fraghchen Art sich mehrerer Fundamentdieeichen (in gedachtnismaßig ein- 
geprägter Anordnung) und der durch systematische Yerbmduug und 
Wiederholung daraus xu. bildenden Zeichengrwppen bedienen Es leuchtet 
unmittelbar em, daß man auch verhältnismäßig entfernte Glieder der 
Zeichenfolge um so Mtreer und daher auch um so Wtersicltüichcr zusam- 
mensetzen kann, je meh^ emfadie Fimdamentaleeichen man zur YerfUgung 
hat, daß aber andererseits mit der yerm,ehruing der Fundamentalzeiohen 
die Schwierigkeit der gedaohtnismaßigen Einprtigung dieser Zeichen und 
ihrer Reihenfolge wächst, somit die Übersicht m gewissem Sinne auch 
wieder eme Erschwerung erleidet Über die Zweckmäßigkeit einer be< 
stimmten Wahl entscheidet sclüießlich Erfahrung und Gewohnung. Ohne 
uns an dieser Stelle auf Erörterung verschiedener Möglichkeiten, auf 
hiBtorische oder psychologische Betrachtungen einzulassen, wollen wir 
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des gedachten Zweckes bei deu Völkern abendlöndisclier Kultur ganz 
allgemein der sogenannten ardbischen Ziffern und der dekadibchen Schreü)- 
weise bedient, und wollen zeigen, wie man mit diesen Hilfsmitteln sich 
wirklich em Zeichensystem mit den verlangten Eigenschaften verschaffen 
kann, auch wenn man vorlaufig von der „additiven" Bedeutung jener „de- 
kadischen" Schreibweise^) vollständig absieht und rein mechanisch odei, 
präziser ausgedrückt, rem komlntiaiortsch dabei zu Weike geht 
2 Als Fimdamentaheichen dienen die „Ziffern": 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

und dazu als Süfsgeichen für die weitere Zeichenbildung noch die Ziffer 
Jene ersteren bilden m der angeschriebenen Meihenfolge die Anfangs- 
gbeder der fraghchen Zeichenfolge, deren em/oc^ Zeichen damit erschöpft 
sind und für deren Fortsetzung vermittelst sukzessive zu bildender ZifFem- 
verbmdungen die folgenden Regeln gelten: 

(1) AJle Verbindungen, welche mit anfmgen, smd wegzulassen. 
Im übngen gilt bei dem noch anzugebenden Verfahren zur Herstellung 
und Anordnung der zu bildenden Verbmdungen als die niedrigste, der 1 
also noch vorangehende Ziffer 

(2) Man bilde jetzt alle mdgLchen (d. h. immer ausschließhch der 
mit anfangenden) Verbindungen je einer Ziffer mit jeder anderen und 
mit sich seWst und begmne dabei mit derjenigen, welche aus den niedrig- 
sten Ziffern besteht, also, da 00 und Ol auszuschließen sind, mit 10 So 
dann ersetze man die letzte Ziffer durch die nä(^ höhere, solange eine 
solche vorhanden ist. Man erhalt auf diese Weise als auf 10 folgend die 
Zahlzeichen 11 bis 19 in der üblichen Anordnung 

(3) Da jetzt eine weitere Erhöhung dei letzten Ziffer unmöglich ist, 
so ersetze man die vorangehende durch die nächst höhere, also 1 durch 2, 
dagegen die letete durch 0. Man erhalt auf diese Weise 20 und sodann 
durch Anwendung des in (2) beschriebenen Verfahrens die Zahlzeichen 
21 bis 29. 

(4) So fortfahrend gelangt man schließlich zu dem Zahlzeichen 99^ 
welches eine weitere Erhöhung der vorhandenen Ziffern nicht zuläßt 
Man muß daher zur Bildung neuer Zeichenverbindungen eine weitere 
Ziffer zu Hülfe nehmen und beginnt im Anschluß an das bisher beobach- 
tete Verfahren mit der medr^isten überhaupt zulässigen Verbindung der 
entsprechenden Art, also mit 100. Indem man sodann auf die letttte bzw 
auf die leiden letgten Stellen das analoge Verfahren wie bisher anwendet^ 
gelangt man sukzessive zu dem Zahlzeichen 199, aus welchem, immer 



1) Davon wird bei epftterer Geletrenheit noch di* B^flA Bi«4n a « m /n o«\ 
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wieder nach dem gleichen Prinzip, das ZaMzeichen 200 als das uuohst« 
folgende hervorgeht. 

Es ist Mar, daß sich dieses Yeifahren zur Erzengnng immer neuer, 
tn einer gams bestimmten Ordnung auftretender Zahlzeichen wibegrengt 
fortsetzen läßt Man findet zn ^ed&zn emzelnen dieser Zahlzeichen das tm< 
mtüähw folgende, mdem man die läete (d. L am rechten Ende stehende) 
Ziffer dnrch die nächst höhere ersetzt, was nur dann unmöglich wird, 
wenn diese letzte Ziffer 9 ist. In diesem Falle erhohe mau die vorletztOi 
oder wenn auch diese hzw. noch eme oder mehrere sich unmittelbar an- 
schließende die 9 seiii sollten, die (sc bei Zahlung von rechts nach links > 
erste von 9 verschiedene Ziffer und ersetze zugleich jede vorangegangene 9 
durch 0; oder aber, wenn äUe Stellen mit 9 besetzt smd, so lüge man 
am lirJcen Ende eme 1 hinzu und besetze alle übnge Stelleu mit 0. 

3. Um festzustellen, daß in der soeben beschriebenen, unbegrenzt 
fortsetzbaren Zeichenreihe kern Zeichen lOiederTcdwen kann, bemerke man 
zunächst, daß durch jedes einzelne Zeichen nicht nur, wie eben gezeigt, 
das unmittelbar folgende, sondern auch, wie zu Anfang dieses Para- 
graphen ausdrückhch verlangt wurde, das unmittelbar vorangehende 
völlig eindeutig bestimmt ist, ausführlicher gesagt, daß man zu jedem 
jener Folge willkürhch entnommenen Zeichen (selbstverständlich außer 1) 
das unmittelbar vorangehende durch Umkehrung des eindeutig definierten 
Erzeuguugsprozesses sofort herstdlen kann: man hat nur die leijfte Ziffer 
durch die nächst niedrigere zu ersetzen; sollte aber die letzte Ziffer und 
eventuell auch noch eine oder mehrere unmittelbar vorangehende sein, 
so hat man die (bei Zählung von rechts nach links) erste von verse/iie- 
dene Ziffer durch die ncuM niedrigere, jede vorangegangene durch 9 
zu ersetzen; nur wenn die Ziffern mit Ausnahme der ersten 0, die erste 
aber 1 ist, so hat man diese wegzulassen und alle übngen Stelleu mit 9 
zu besetzen. Man kann hiemach aus jedem beliebig herausgegriffeneu 
Zeichen durch Buckbüdung auch die gesamte Folge der vorhergehenden 
bis zum Anfangsghede 1 ableiten 

Angenommen nun, u-gendem Zeichen, das a genannt werden möge, 
käme an einer späteren Stelle der Folge, wo wir es 6 nennen woUen^), 
nochmals vor Alsdann müßte nach dem eben gesagten auoh das dem a 
unmittelbar vorangehende Zeichen mit demjenigen, welches unmittelbar 
dem 6 vorangeht, also wiederum mit emem später vorkommenden Zeichen 
fiberemstmimen Und durch Portsetzung dieser Schlußweise würde sich 
schheßlieh e rgeben, daß auoh das Zeichen 1 an einer späteren SteUe der 

d«nh«t ^ ^«"'^'* "" ^^ Sef^mng bezieht doli ledigUoh anf die Versohie- 
Z^^ehen betrachtet sind a und 6 als völlig identisch an^RfthAT, 
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Zeichenfolge nochmals voi kommen müßte, was docli auf Q-iuud ihies 
Bildungsgesetzes ausgeschlossen erscheint 

4 Es bleibt noch zu zeigen, daß die gegenseitige SteUnng zweier 
beliebig aus der Folge herausgegriffener Zeichen, die wir wieder mit a 
und h bezeichnen woUen, durch Vergleiehmig dieser Zeichen stets mit 
Sicherheit erkannt werden kfum Man schreibe die einzelnen Ziffern des 
emen Zeichens, von Lnks beginnend, genau unter die entsprechenden des 
anderen, anders ausgesprochen, man ordne jeder Ziffer des emen Zeichens, 
von links beginnend und der Reihe nach fortschreitend, eine Ziffer des 
anderen zu Dabei sind zwei verschiedene Falle möglich Im ersten, dem 
offenbar allgemeineren, werden bei dieser gegenseitigen paarweisen Zu- 
oidnung die Ziffern des einen Zeichens schon erschöpft sein, während 
von denen des andeien, z. B von h, noch ein Überschuß vorhanden ist 
Dann nimmt offenbar 6 m der Zeichenfolge emen spat&^en Platz em, als a 
Denn da bei dei sukzessiven Herstellung der Zeichen wohl Ziffern hmm- 
gefugt, dagegen bereits vorhandene niemals schlechthm weggelassen, son- 
dern nur durch andere ersetzt werden, so folgt, daß 6 nur eizeugt werden 
konnte, nachdem a schon vorhanden war Tn dem zweiten (dem speziel- 
leren) Falle werden die Ziffern von a und h paarweise gegeneinander 
aufgehen Vergleicht mau dann, von Imks anfangend, die Ziffern von a 
und 2>, so können diese keinesfalls durchweg paarweise übereinstimmen, 
da ja, wie in Nr 3 gezeigt wurde, 6 nicht mit a identisch sem kann Es 
muß also eme ersU Stelle geben, an der das eme Zeichen, z. B. wieder h, 
eme Mhere Ziffer aufweist, als das andeie Dann geht aber wiederum 
aus dem Erzeugungsgesetz der betrachteten Zeichenfolge unzweideutig 
hervor, daß h dabei später zum Yorschein kommt als a, also in der ge- 
ordneten Zeichenfolge einen ^ßoieren Platz einnimmt. 

5 Das vorstehend beschriebene Zeichmsystem bezeichnen wir als die 
geordnete Folge der natürlichen Zahlen, jedes emgelne dieser Zeichen als 
natürliche ZaM. Damit soll aber nicht etwa gesagt sein, daß nur diese 
Zeichen als natürliche Zahlen anzasehen sind. Andere Zeiten, andere 
Völker benützten und benützen and&e Zeichen als natürliche Zahlen, wir 
selbst bedienen uns gelegentlich romischer Ziffern, und die Ausbildung 
unserer Arithmetik liefert sogar, wie sich im Verlaufe unserer Unter- 
suchungen noch im einzelnen zeigen wird, für jede natürliche Zahl tmhe- 
grenet viele Zeichen^) zur Anwendung für besondere Zwecke odei' in einem 
bestimmten Zusammenhange Allen diesen Möglichkeiten gegenüber 

1) Z B. uneigentliohe Brüche (b. § 8, S 41), dyadiaohe Zahlen bzv. Zahlen 
anderer, nach dem Muster der dekadischen gebildeter Systeme (s. §16, S. 9fi), 
rempenodiBche Dezimalbrüche mit der Penode 9 oder djadisohe Brüche mit der 
Penode 1 (s § 20, S 120) uaf 
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bildet dae obige Zeichensystein gewissermaßon eine Aanomsfhc Fotin 
für die Folge der natürUchen Zahlen, welche zeigt, daß wir m der l^at 
imstande sind, mit verhältnismäßig sehr geringen Hilfsmitteln (uitmlich 
gedächtmsmäßiger Einpragung der Ziffern 0, 1, 2, • ',0 nach Form und 
Reihenfolge nebst Beherrschung der wenigen mNr. 2 angegebenen Kcgoln) 
ein hußerst übersiohtliches Zeiohensystem von der zu Anfang dieson Wim- 
graphen bezeichneten Beschaffenheit herzustellen. 

Im Anschluß an diese Betrachtungen erschemt also die naiiolkhc 
ZaM als ein Ordnungs- oder Stelleneeichen d h. als ein Zeichen, dein m 
einer geordneten Folge analoger Zeichen eine "bestimmte Stelle /.ukonimt 
und das daher als Kenneezdhen für diese bestimmte SteUo (als „Flaig- 
nwnmer") dienen kann. Das in Frage kommende Stellenzoiehen tritt 
uämhch auf als leigies eines gewissen Abschnittes jener geordneten Folge, 
welcher auf Grund bestehender Vorschriften eindeutig hestmmi ist, d. h 
Glied für Glied JiergesielU werden kann 

Die geordnete Folge der natürlichen Zahlen beginnt mit einem be- 
stimmten ersten Ghede, sie besitzt aber Tt&in letetes Glied, sondern iHt itn- 
begrenet fortsetelar. 

6. Zur Darstellung allgemeiner Beziehungen zwischen heliehigen uu- 
tfirliohen Zahlen smd die bisher betrachteten spegiellen Zahlzeichen un- 
tauglich Wir benutzen in diesem Falle als Zahlzeichen irgendwelche 
Buchstaben und zwar bis auf weiteres Meine lateinische Buchstahm in der 
Weise, daß em solcher Buchstabe, z B. a, jede beliebige natürliche Zahl 
(also jedes behebige der Zeichen 1, 2, 3, • • in inf.) Torstellen kann, je- 
doch innerhalb eines abgeschlossenen Zusammenhanges stets et» und die- 
selbe Zahl 

Werden dann zwei im übrigen ganz beliebig zu denkende Zahlen 
a und b der Bedingung unterworfen, daß in der geordneten Zahlenfolj^e 
a dem b vorcmgehen soU, also b dem a nadhfolgtj so schreiben wir: 

a < & bzw b'i> a, 
in Worten: a ist vor &, bzw. b ist nach a; oder auch: a ist die früJure 
b die spätere Zahl. 

Aus den Voraussetzungen 

a<b, b<ö bzw. c>b, b>a 
folgt dann ohne weiteres: 

a < c bzw. o'>- a. 

Besteht in irgendeinem Zusammenhange die zweifache Möglichkeit^ 
daß entweder a und & dieselbe Zahl vorstellen oder a eine dem 6 voran- 
gehende, so schreiben wir, um dies zum Ausdruck zu bringen: 
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§ 2 Addition natürlicher Zahlen. 

1 Es sei a eine behebige (natürhche) Zahl. Dann soll die auf a 

iinmitteUiar folgende durch die Zeichen Verbindung a -\- 1 (m Worten: 

a pltis eins) dargestellt weiden Es ist also a -\- 1 em neues Zeichen für 

eine in der Folge der natürhchen Zahlen bereits vorhcmdene Zahl Ersetzt 

man in dieser Aussage die willkürlich zu denkende Zahl a der Reihe 

nach durch die speziellen Zahlen 1, 2; 3 usf , so bestehen demnach die 

Gleichungen: 

1 + 1-2, 2 + 1 = 3, 3 + 1-4 usf 

Es erscheint zunächst unmöglich, die allgemeine Form dieser Glei- 
chungen in der Weise anzuschreiben, daß man für jene ^e0ielleti Zahlen 
1, 2, 3, • wieder die „allgetneme", d h. willkürhch anzunehmende Zahl a 
einführt, aus dem einfachen Grunde, weil ja das Zeichen für die auf a 
folgende Zahl erst feststeht, sobald wir für a irgendeme bestimmte &peisieTle 
Zahl wählen Wenn wir indessen festsetzen, daß für den augenblicklich 
voi liegenden Zweck die auf a unmittelbar folgende Zahl aushilfsweise 
mit ä bezeichnet werden möge, so können wir die obigen ^eziellm und 
(Me analogen Gleichungen m die eine cHlgemeine zusammenfassen: 

(A) a + 1 =. ä, 

welche dann die allgemeine Definition der Zeichen Verbindung a + 1 ent- 
halt, nämhch 

a + 1 ist ein neues Zeichen für die auf a folgende^ also für eine 
völlig "bestimmte, m der natürhchen Zahlenreihe wvrTäidi vor- 
handene Zahl 
Wir veraUgemeinem nun diese Defbaition zunächst dahin, daß wir 

setzen 

a + 2=»3 + 1, 

oder auch, indem wir statt ä das durch Formel (A) bereits definierte 
Zeichen a + 1 einführen: 

a + 2-(a + l) + l. 

Dabei sollen die Klammem, in welche wir a + 1 gesetzt haben, lediglich 
dazu dienen, um das aus den Zeichen a, + und 1 eusammengesetete 
Symbol als Zeichen für eine ganz bestimmte Zahl kenntlich zu machen 
und von dem noch folgenden + 1 deutlich m scheiden. 
In analoger Weise dejimeren wir weiter: 
a+3-(a + 2) + l 
und schließlich aligemem, wenn n eine beliebige Zahl bedeutet: 

(B) a + fw + n-ra + M^-l-l 



10 ÄbBchnitt I Eap L Die rationalen Zahlen Nr 2. 

Durch diese „Bdursionsformel" in Verbindung mit der „Anfangs- 
gleicnun^' (A) ist oflfenbai das Zeichen a + & für jedes beliebige a und 
jedes & > 1 vollstanä%g defimert Bezeichnet man numlich für den Augen- 
blick mit h diejemge Zahl, welche der Zahl b m der Zahlenreihe un- 
mittelbar vorcmgeM, sodaß ako: 6 + 1 — &, so hat man in Gl (B) nur n 
der B«ihe nach durch 1, 2, • •, & zu ersetzen, um sukzessive für a + 2, 
a 4- 3, • ', a-\'h mit Benutzung yon GH. (A) je eine bestimmte Zahl 
der natürlichen Zahlenreihe zu erhalten 

2 Die m der Herstellung der Zahl a -{■ b bestehende „Bechnungs- 
typeration" wird als Addition oder Siimmahon der Zahlen a und b l)e- 
zeichnet; die durch das Symbol a + b dargestellte, in der Zahlenreibe 
sicher Torhandene und eindeutig bestimmte Zahl heißt die Summe der 
beiden Swmmandm a und h Mau bemerke, daß bei der oben gegebeneu 
Definition von a + & die beiden Siimmanden a und b eine wesentlich ver- 
schtedene Rolle spielen, welche durch ihre Stellung innerhalb der Verbin- 
dung a + & deuthch gekennzeichnet ist von dem ersten Summanden a 
ausgehend bildet man zunächst a + 1, sodann auf Grund der Formel (B): 
a + 2 »= (a + 1) -f- 1 usf. bis a -I- & Es erschemt nun wesentlich nach- 
zuweisen, daß m Wahrheit a + h von der Stelhmg der Summanden un- 
abhängig ist, d. h daß die Zeichenverbindung b + a dieselbe Zahl rorstellt, 
wie a -t- & Um dies feststellen zu können, bedürfen wir zuvor einer Ver- 
allgememerung der Grundformel (B), welche man als das Assoetaüons- 
gesete der Addition zu bezeichnen pflegt, namlich: 

Lehrsatz I Die Addition ist assoeiativ, d h. man luU: 

<?) a + (& + c)-(a + &)+c 

Beweis Die behauptete Beziehung (I) ist offenbar richtig für c- 1, 
da sie in diesem Falle mit der Grandformel (B) zusammenfallt, sobald 
man die dort mit n bezeichnete Zahl durch b ersetzt 

Angenommen nun, Gl (I) gelte bei beliebigem a, b für irgendeine 
spegidle Zahl c = c' (wie dies nach dem eben gesagten für c - 1 tatsäch- 
hch der Fall ist), sodaß also: 

a + (6 + c')-(a + 6)-f o', 

so besteht auch noch Gleichheit, wenn man für a + (6 + c') und (a4-b) + c' 
die nächstfolgende Zahl substituiert, d. h. man hat: ^ "^ ^ t 

(a + (6-f c')) + 1 - ((a + J) + c') 4- 1, 

md, wemi ma^ auf beide Seiten dieser Gleichung die (rückwärts gelesene) 
Orundformel (B) anwendet: ^ 

« + ((& + c') + l)-(a + i) + (,'4.1) 
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Durch nochmalige Anwendung von Gl (B) eigibt sich sodann: 

(6 + + l-& + (o' + l), 
und daher schließlich: 

a + (& + (c' + D) = (a + &) + (c' + 1), 
in Worten: Gilt Gl. (I) für em bestimmteB c = c', so gilt sie auch noch 
für die nächstfolgende Zahl c == c' + 1 Da abei, wie bemerkt, Gl (I) für 
«OB 1 stattündet, so gilt sie auf Grund des eben gefundenen Besultateä 
zunächst auch für c = 2, mfolgedessen auch für c == 3 usf , d h schließ- 
lich iüx jedes c.^) 

3. Nunmehr sind wir imstande, auch das oben bereits augekündigte 
sogenannte Kommutatioiisgesete der Addition zu beweisen, nämlich: 

Lehrsatz II JDie Addition ist kommutativ, d. h. man hat: 
(II) a + h^h + a. 

Beweis. Wir beweisen die Richtigkeit der Gl. (IE) zunächst für den 
speziellen Fall 7; » 1, d h. wir zeigen, daß iüi jedes hehebige a: 
(ir) a + l-l + a. 

Man erkennt zunächst, daß diese letztere Gleichung jedenfalls für 
den speziellen Fall a » 1 nchtig ist, da in diesem Falle beide Seiten die 
idenUscke Form 1 + 1 annehmen Angenommen nun, sie gelte übeihaupt 
für irgendeine speeielle Zahl a •=> a\ sodaß also* 

a' 4- 1 - 1 + a', 
so folgt zunächst wiederum, daß auch 

(fl' + l) + l-.(l + a') + 1 
sein muß, und, wenn man auf die rechte Seite dieser Gleichung die 
Grundformel (B) (rückwärts gelesen) anwendet. 

(a' + l) + l-l + (a'+l), 
in Worten: Gilt Gl. (11') f ür a — a', so gilt sie auch noch für die nächst- 
folgende Zahl a "- a' + 1. Da sie aber^ wie bemerkt, f ür a — 1 Geltung 
hat, so gilt sie schließlich wiederum für jedes a Anders ausgesprochen: 
Die Gültigkeit von Gl. (II) ist hiernach zunächst bewiesen für jedes he- 
Uebige a und die spessieUe Zahl & — 1. 

Wird nun wiederum angenommen, die Gl, (U) gelte bei heliehigein a 
für irgendeine spee%elle Zahl Z» — V, sodaß xilso : 

a + &'-&' + a, 

1) Das soeben benützte und auch im folgenden beatSrudig A^iederkehrende 
Beweiaveifabren wird als „wllstänchge Induktion" oder auch als „Schluß von n 
auf (n -|- 1)" bezeichnet (wobei also im Text e' die Bolle der generell mit n be- 
zeichneten Zahl spielt), 
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so hat man zunächst auch: 

(« + &') + l«(&' + a)4-l 
und daher mit Benntzting des speziellen Kommntationsgesetzes (HO* 

(a + ftO + l-l + Cfe' + a) 
Wendet man auf die linke Seite dieser Gleichung die (rückwärts gelesen^/ 
Qrundformel (B), auf die rechte das allgemeine Assoziationsgesetz (I) &''';► 
so folgt: 

a+(6' + l)='(H-fc') + a 
nnd schheßhch durch Anwendung von (II') auf (1 + &') 

a + (&'-M)«(&'+l)-ha. 

Darnach gilt wiederum die fragliche GH (II) für & = &'+ 1; sobald ibro 
Richtigkeit für & — &' feststeht Und da das letztere für & — 1 tatsäola- 
lieh der FaU ist, so ist damit ihre AllgemeingQltigkeit bewiesen 

4 Neben den für die Addition natürlicher Zahlen fundamental^xx 
Gleichimgen (I) und (H) bestehen ftir sie noch die folgenden charakt;©- 
nstisohen Ungleichungen: 

(in) a 4- & > a, 

(IV) a + 6 > a' -}- &, wenn a > a'. 

Beweis zu (III) Angenommen, üngL (HI) gelte für irgendeirxe 
spezielle Zahl l = V, sodaß also: 

so folgt a forinori 

(a -{■!/) +l>a 

und durch Anwendung von Gl (I) auf die hnJee Seite dieser üngleichuxDL^s 

aH-(Z>'+l)>a, 
d. h TJngl (DI) gilt, wenn sie für & = &' richtig ist, auch für die näcJist— 
folgende Zahl J »= 6' -f- 1 und somit fttr jede folgende Da sie aber a^udT 
Grund der Definition von a + 1 sicher für 6 = 1 besteht, so gilt sie 
schließlich ftir jedes b. 

Beweis zu (TV). Angenommen, Ungl. (lY) gelte wiederum jFClxr- 
h^ h', sodaß also: 

a + &' > a'4- &' (wenn: a > a*), 
so folgt zunächst: 

a + &'^(a' + &') + l. 
also: 

(a + ftO + lX^Hfe^ + l 

und sodann durch Anwendung von Gl (I): 

a + (fe'-hl)>a'+(6'-hl), 
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d. H. die tägliche Ungleichung gilt dann Bchließlich fQr jede ZaM > V. 
Da aber aus der Voraussetzung a'>a' folgt: a ^ a' -f- 1 und daher. 
<> + 1 > a' + 1, so gilt sie zunächst für 6 ™ 1 und somit allgemein. 

Als Zusatz zu (IV) bemerke man noch, daß (IV) auch folgender- 
maßen geschrieben werden kann: 

a'+&<a + 6, wenn: d<ia^ 
oder wenn man a und o! mitemander vertauscht: 

(V) a + Z» < a' + 6, wenn: a < a'. 

Da man außerdem, genau wie die Ungle^chmg (IV), durch vollständige 
Induktion auch die Gkidvung herleiten kann^): 

(VI) a + J!> =- a' + &, wenn a =» a\ 

so erkennt man, daß die Beziehungen (IV), (V), (VI) auch umMirbm 
sind, d h. aus: 



(IVa) 

(Va) a+l 

(Via) 



> a' + Z> folgt allemaJ, daß: a > a', 
<a'+& „ „ „ a<a'j 

=-a'-{-l „ „ „ a«^a'. 

Schheßhoh ergibt sich durch Anwendung des Kommutationsgesetzes, daß 

nach Analogie von (IV), (V), (VT): 

(IV b) a + ^>a + ^'; wenn: 6 > &', und umgekehrt, 

(Vb) « + &<« + ?'', „ 6<6', „ 

(VIb) a-f6-a + &', „ 6-&', „ 

und durch kombinierte Anwendung von (IV), (IVb) oder (VI), (IVb) 

bzw (IV), (VIb): 

(Va) a + 6>a' + 6', 

wenn: a ^ a', & > &'; 
oder: a>a'f &^6'. 
Man bemerke, daß die Formehi (in)~(VI)*), welche die filteren 

1) In Wahrheit folgt dieselbe schon atu der Bedeutttng der Besiehung amma' 
und der JBkndeuUgJcett der Addition. Da nämhoh nach Gl. (1) der Einleitung die 
Yoraossetziing a t^a a' nichts anderes bedeutet als: a' ist lediglich nn anderes 
üetehm f&r a, so folgt, dafi auch a + b mm a' -{-b 

2) In Wörtern 

Eine Snzome ist grOder als jeder der Sammanden 
Gleiches ssu Ungleichem addiert gibt ungleiches. 
Gleiches zn Gleichem addiert gibt Gleiches 
Ungleiches zu Gleichem addiert gibt Ungleiches — 
Der gleichfaUs sonst als Aasiom auftretende Satz: 

„Sind sswei Größen einer dritten gleich, so sind sie untereinander 
gleich" — 
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Arithmetiker, ebenso wie auch die Q-leiohungen (I), (II), als Asnome an 
die Spitze ihrer Betraohtungen zu stellen pflegten, hei der hier ge- 
gebenen Darstellung sich als hewetsbare Folgerungen unmittelbar aus 
den Z)e/?WH{»o«5gleichungen (A), (B) der Addition ergehen haben 

5. Um den Begriff der AddUzon zu erweitern, definieren wir zunächst 
die Smnme a -\-b -\~ c durch die Formel: 

(1) a-f-& + c— (a + Z>) + c 

Da hiernach a + & -|- c eine eindeutig bestimmte, in der Zahlenreihe 
sicher vorhandene ZaM bedeutet, so können wir weiter definieren: 

(2) a + & + c + («=-(a + & + c) + f? usf 

Nach dieser Bepmkon erscheint jede solche Summe zunächst abhängig 
von der Eeihenfolge der Summanden und auch von der Anordnung der 
sukzessive voi zunehmenden Addikonen Wir wollen nun zeigen, »daß dies 
tatsächlich nicht der Fall ist, und führen zunächst den betreffenden Be- 
weis für eme Summe von der Form a + 6 + c 
Da nach Definitionsgleiohung (1)* 

a -1-fc + c-=» (a-l-fe) + c, 
so folgt zunächst durch Anwendung des Assoziationsgesetzes (I), daß auch: 

a + &-f-ß — a + (&-f-c), 
m Worten- Eine Summe von der Form a + b -\- c ist bei Festhaltung 
der gegebenen Anordnung der Summanden unheschranki aasoeiahv. 

Man findet dann weiter aus der ersften dieser Gleichungen durch An- 
wendung des Kommutationsgesetzes (II) 

rt-|-& + c = (& + a)H-c=«&-fa + c, 
und ebenso aus der gweiten Gleichung: 

a-|-& + c=»a-h(c + 6)"«»a + c + &, 
m Worten* Die Summe a-^-b + c bleibt ungeändert, wenn man den ersten 
und moeiten oder den 0we%ten und dritten Summanden vertauscht. Wendet 
man die gwette dieser Operationen auf & + a + c an, sodann die erste auf 
a -j- c-^bf und auf das Resultat auch die eweitef so folgt schließlich: 



(3) a 4- & + ö I 



— a + c + ft — c + a + ft — c + J-fa. 



erscheint hei seiner Übertragung auf natürliche Zahlen in der hier gegebenen Be- 
dentong ebenso wenig als ein Aanom, sondern lediglich als eme aas der Defhutt07i 
der Beaehnngen 

(1) &=Ba, (2) c — a 

resultierende Folgerung Denn nach (1) darf man b dnzch a, sodann nach (2) 
a durch c ersetzen sonut erscheint schließlich c oXaEietUg fOr b and man hat daher: 

6 — c. 
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Da es außer a + & + c und a -|- c + & keinen weiteren mit a anfangendettf. 
aus a,i,c gebildeten Summenausdruck gibt, und da das Analoge bezüg- 
lich der mit h oder c beginnenden Ausdrücke gilt, so sind in (3) aUe 
möglichen Ausdrücke dieser Art erschöpft Und da andererseits, auf 
Qrund des zuerst gefundenen Resultats jeder derselben unbeschränkt 
assoeiatw ist, so folgt: 

Die Summe a + & -f c %st unbesdiranict hommutahv und assoziativ. 

6 Es handelt sich nun weiter darum, dieses Resultat auf „hdielfige^^ 
Summen zu übertragen Hier entsteht zunächst die Frage: Welcher Um- 
fang kommt m diesem Zusammenhange dem Beiworte „hdiebig" zu? In 
gewissem Sinne sind ja schon die zuletzt betrachteten Summen Ton der 
Form a + 6 -|- c leliebtg, insofern jeder der Summanden eine ganz i&- 
lielnge natürhche Zahl sein kann Allem diese auf die etwaige Auswahl 
der Summanden bezügliche Art von WiUkürhchkeit kommt offenbar nicht 
mehr m Frage, da ja dei oben für Summen von der Form a + 6 + c ge- 
führte Beweis dieser Auswahl keinerlei Beschränkungen auferlegt. Da- 
gegen erstreckt sich jener Beweis noch nicht auf Summen, wie sie durch 
Q-l (2) defimert sind, d h. auf solche von der Form a -\- h ■{- c -\- d, die 
also einen Summanden mehr enthalten, wie diejenigen von der Form 
a-{-h-\-c. Und da man dieses Hmzufdgen eines weiteren Summanden be- 
stundig wiederholen kann, so folgt, daß man unter den zuvor schlechthin 
als heheb'^ bezeichneten Summen solche zu verstehen hat, die aus ieliebig 
vielen Summanden zusammengesetzt sind Das etwa vorhandene unter- 
scheidende Merkmal solcher Summen besteht also in der verschiedenen 
„ÄneaM" ihrer Summanden: es wird daher, um die nötige Klarheit zu ge- 
winnen, vor allem erforderhoh sein festzustellen, m welcher Beziehung 
dieser aus der Prans jedermann geläufige und im Anschluß an die histo- 
rische Entwicklung mit Vorliebe geradezu zur Definüion der natürlichen 
Zahlen benützte Begriff zu unserer Definition der natürlichen Zahlen steht. 

§ 8. Natürliche Zahlen als Anzahlhezelohnungeii. — Addition 
einer hellehlgen Anzahl natürlicher Zahlen. 

1. Es sei fi > 1 eine beliebige natürliche Zahl. Durch die eine Zahl n 
ist alsdann, wie in §'2 ausemandergesetzt wurde, die gesamte Folge der 
Zahlen 1, 2, > • •, m völlig eindeutig bestimmt. 

Es sei femer eine Menge irgendwelcher „Bingtf* gegeben Welcher 
Art diese Dinge sind, kommt nicht weiter in Betracht. Wesentlich ist 
nur, daß jedes einzelne Ding von den übrigen sichtlich getrennt ist, daß 
femer im Laufe der anzustellenden Betrachtungen niemals mehrere Dinge 
m ein etneiges verschmelzen oder durch Zerfallen eines eingeinen ent— 
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stehen können Jedes einzelne dieser Dinge soll im folgenden als ein 
Element der Menge liezeiclmet werden. Dies vorausgeschickt, beweisen 
wir zunaohst den folgenden Satz: 

Wenn die samÜtchen Elemente einer Menge in vrgendemer 
wtWmrhch gewählten JReihenfölge den Zählen 1, 2, • ,n steh so 
euordnen lassen, daß jedem Elemente eme dieser Zahlen entspricht 
imd umgekehrt, so gestattet jede Beihenfolge der Elemente die 
gleiche Art der Zuordnung, sodaß also insbesondere immer die- 
selbe Zähl n als letgte hierbei zum Vorschein kommt 

Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall, daß auch die Elemente 
der Menge aus den Zahlzeichen 1, 2, • • •, n bestehen, daß also m der fol- 
genden Betrachtung diese Zahlzeichen in zweifacher Eigenschaft auf- 
treten: einmal, wie eben festgesetzt, als Elemente der yorgelegten Menge, 
das andere Mal als ZcMen (d h Stellenzeichen, Platznummem), denen 
jene Elemente zugeordnet werden. Es ist dann unmittelbar ersicht- 
lich, daß 

den Zahlen (Platznummem): 1, 2, 3, - • •, w | 

die Mengenelemente: 1,2,3, ' ', n j 

umkehrbar eindeutig entsprechen, wenn man auch den letzteren die fQr 
die natürhchen Zahlen geltende Bpeihenfolge gibt 

Die Herstellung emer behebigen anderen gegenseitigen Zuordnung 
der beiden Ghruppen yon Zahlzeichen kann man sich dann zweckmäßig 
durch den folgenden Vorgang rerdeutlichen Man denke sich die in der 
zweiten Zeile von (I) angeschriebenen Mengenelemente zunächst entfernt, 
behebig duröheinander gemischt und sodann wieder, mit dem ersten 
Platze beginnend und kernen Platz übergehend, auf die einzehien Plätze 
Terteilt (d h auf jeden Platz je ein Element). An die Stelle des Sche- 
mas (I) tritt aladaTin eins von folgender Form: 

Platznummem: 1, 2, 3, • • •, w 1 
Mengenelemente: a, b, c, • • • | 

wenn wir mit a, &, c, • ■ eine beliebige U^nordnung oder, wie man zu 
sagen pflegt, Permutation der Elemente 1, 2, 3, ,n bezeichnen.*) Wir 
haben dabei absichtlich der Folge der Elemente a, b, o, ' • kern letztes 
<01ied gegeben, da wir zunächst noch gamicht emmal wissen, ob ein 
solches letztes Glied existiert, ebensowenig, faUs es existiert, welche 
Platznummer ihm zukommt: wir wollen ja gerade erst beweisen, daß ein 



1) Dabei Bind also a, 2», c, • nur Auähüfseetohm fOr die umgeordneten 
deichen 1, 2, 8, •, n. 
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solches letetes Glied und ^wax mit der Platznununer n vorhanden ist. Um 
dies zu erreichen, gehen wir zunächst darauf aus, die Folge der Elemente 
a, b, c, ' durch passende Umstellung wieder m die ursprünghche An- 
ordnurg zu brmgen Ist das ersie Element a nur ein anderes Zeichen 
für 1, so ist für den Platz 1 das gewünschte Ziel schon erreicht. Wenn 
nicht, so muß das Element 1 an irgendeiner Stelle der Folge h, c, • 
erscheinen Alsdann vertausche man dieses Element 1 mit dem Ele- 
ment a, Bodaß also nunmehr das Element 1 den Platz 1 einnimmt, wäh- 
rend der zuvor von dem Element 1 eingenommene Platz nunmehr mit 
dem Element a besetzt ist Durch das gleiche Verfahren können wir jetzt 
das Element 2 (falls es nicht schon ohnehin den Platz 2 einnehmen sollte) 
an den Platz 2 bringen So fortfahrend gelangt man schließhch dazu, 
auch jedem der übrigen Elemente 3, • • , n den mit der entsprechenden 
Nummer versehenen Platz zuzuteilen. Bei jeder der schließhch zu diesem 
Endresultat führenden Operationen wechseln immer nur irgendzwei Ele- 
mente der Permutationsfolge a, h,c, • - ihre Plätze, es wird niemals ein 
von irgendemem diesei Elemente besetzter Platz leer, ebensowenig wird 
irgendem anfanghch unbesetzter Platz neu besetet. Somit nehmen schließ- 
lich die wieder m der Anordnung 1, 2, 3, • • •, n erscheinenden Elemente 
genau dieselben Plätze ein, wie die mit a, b, c, • bezeichneten der per- 
mutierten Menge, und daraus folgt umgekehrt, daß diese letzteren genau 
die mit den Nummern 1, 2, 3, • • •, n versehenen Plätze eingenommen 
haben müssen Das Ergebnis dieser Betrachtung woUen wir ausdrücklich 
in den folgenden für die anschließenden Betrachtungen fundamentalen 
Sats zusammenfassen: 

Ihe Elemente jeder Permutation der Zahlen 1, 2, 3, • • •, n 

lassen sich m der geg^mm Reihenfolge Glied für Glied den 

ZaJüen 1, 2, 3, • • , n euorchien 
Jetzt sei eiae Menge bädebiger Elemente gegeben und es werde an- 
genommen, daß diese letzteren m irgendeiner speziellen Reihenfolge den 
Zahlen 1, 2, • •, n restlos zugeordnet werden können (sodaß also jedes 
Element mit einer bestimmten jener Zahlen und umgekehrt jede Zahl 
mit einem bestimmten Element gen^awrb erscheint). Man kann sich diese 
Zuordnung etwa m der Weise ausgeführt denken, daß jedes Element mit 
der ihm auf Gbund der fraglichen Zuordnung zukommenden "Nwnmxeir 
versehen wird. Durch diese Numerierung sind dann die Elemente in eine 
bestimmte Reihenfolge gebracht, es gibt ein 1*"', 2*'', • ■ •, n*" Element 
AUe möglichen Zuordnungen der Zahlen 1, 2, • • , n zu den gegebenen 
Elementen können dann offenbar dadurch zustande gebracht werden, daß 
man den einzelnen Elementen m der oben bezeichneten Reihenfolge suk- 
zessive alle möglichen PermvAabwMn der Zahlen 1, 2, • • •, n zuordnet. 
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Das läuft aber sahließlich aaf dasselbe hinaus, wie wenn man jede be- 
liebige dieser Perrnntaidonen wieder den Zaiilen 1, 2, • , n zuzuordnen 
hat, und da dies, wie oben bewiesen, in jedem Falle ausführbar ist, so 
ergibt sich m der Tat schließlich die Eiohtigkeit der ausgesprochenen 
Behauptung, daß die Möglichkeit, die Elemente der Menge den Zahlen 
1, 2, f n umkehrbar eindeutig zuzuordnen, für jede Anordnung der 
Elemente besteht, falls sie bei irgendeiner spegteUen Anordnung vor- 
handen ist. 

2 Auf Grund des eben gefundenen Ergebnisses können wir jetzt die 
folgende Defimtwn einführen: 

Definition I Lassen sich die Metnenfe einer Menge m irgendeiner 
Anordnung umkehrbar eindeutig den Zalüen 1, 2, ' ,n euordnen, 
so heißt n, cdso die letzte bei dieser Zuordnwng verwendete ZaM, 
die Anzahl der JElemente. Man sagt auch, der betreffenden ilfm^6 
komme die Anzahl n zu oder sie besitze die Aneahl n oder sie 
bestehe aus n Elementen. 
In diesem Zusammenhang« wird auch ein eingelnes Element als Menge 
von der AneaM 1 bezeichnet. 

Daß die Aneahl einer Menge, der auf Grund der obigen Definition 
überhaupt eme solche zukommt, eine völlig emdeutig besUmmte Zahl ist, 
folgt aus der zuvor bewiesenen Tatsache, daß eine Menge, deren Elemente 
bei irgendemer spezieUen Anordnung den Zahlen 1, 2, • • ,n umkehrbar ein- 
deutig zugeordnet werden können, die gleiche Eigenschaft hei jeder Anord- 
nung besitzt Die Aneaihl einer Menge der betrachteten Art ist also ein Merk- 
mal oder Kennfseich&n, welches der Menge als solcher, d. h. nur als Zusam- 
menfassmig von Elementen, ohne Bücksicht auf deren Anordnung zukommt. 
Bei dem von uns befolgten G-ange erscheinen also die natürlichen 
Zählen, wie m § 1 des näheren auseinandergesetzt wurde, zunächst als 
bloße Ordnungseeichen, m welchem Zusammenhange man sie ja auch aus- 
drücklich als „Ordmaleaklen" zu bezeichnen pflegt, und erst eme be- 
stimmte Art von Anwendung macht sie zu AM0ahTbegei(^nungen, also zu 
f^ardmahählen*' Es dürfte kaum bestritten werden, daß dieser Gang 
mit demjemgen der historischen oder, wie man sogar sagen könnte, der 
natürbchen Entstehung des Zahlbegriffes nicht übereinstimmt Denn 
sicherlich smd die Zahlen in der Weise entstanden, daß man anfing Dinge 
zu gdhlen und zur Unterscheidung gegähUer Mengen von Dmgen also bIb 
Aneahlbegeichnungen zunächst Zahlwörter, späterhin auch ZaMeeicfien ein- 
zuführen Aber noch weniger dürfte bestritten werden, daß diejemgen, 
welche solches taten, dabei nicht zugleich die Absicht verfolgten, die 
geeignete Grundlage für den logischen Aufbau einer allgemeinen Arith- 
metik zu schaffen Für uns kann an dieser Stelle nur der letztere Ge^- 
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sichtspunkt maßgebend sein: mclit was die ZaMen ursprünglioh gewesen, 
sondern was sie geworden smd, daraufkommt es luer ausschließlioh. an. Und 
da wir es für em wenig anssichtsreiclies Unternehmen halten, auf der 
Grundlage des J.m!a^begri£Pes zu einer befriedigenden Ausgestaltung der 
Lehre von den sogenannten redhn Zafüen zu gelangen (neuere, zum Teil 
äußerst verkünstelte Versuche dieser Art haben unsere Ansicht nur in 
Tollstem Maße bestätigt'), andererseits aber der Begnff der geordneten 
Folge (oder „Suheesston") uns als durchaus zuverlässiges Fundament für 
die späterhin erforderliche Erweiterung unseres Zahlvorrats erschien, so 
hielten wir es für zweckmäßig, schon die Definition der natürlichen Zählen 
von vornherein an diesen leideren Begriff zu knüpfen, statt von der jeder- 
mann geläufigeren Bedeutung der natürlichen Zahlen als Anedhlbezeich- 
nungen auszugehen. Die Möglichkeit, die von uns als Ordtnalmhlen ge- 
schaffenen naturheken Zahlen nach Bedarf auch alB Kardtnälgahlen an- 
zuwenden, ergibt sich alsdann aus der oben als Defimiion I eingeführten 
Festsetzung, zu deren Ergänzung zunächst noch die folgenden Defini- 
tionen und daraus resultierenden Folgerungen dienen sollen 

3 Definition n Eine Menge hetßt endlich, faUsth/r eine bestimmte 

Anzahl isukommt 
Definition III Zwei endliche Mengen heißen gletch, fdUs ihre 
Elemente in irgendeiner bestimmten Anordnung s%di gegenseitig 
umkehrbar eindeutig guordnm lassm 
Man erkennt leicht, daß die Elemente zweier nach dieser Definition 
als glekh zu bezeichnenden Mengen m jeder beliebigen Anordnung sich 
gegenseitig umkehrbar eindeutig zuordnen lassen. Da nämlich die beiden 
Mengen ausdrücklich als endlich vorausgesetzt wurden, so kommt einer 
jeden eine bestimmte Anaahl zu. Wird die Anzahl der einen etwa mit n 
bezeichnet, so können zunächst deren Elemente in der bei der Deflmtion 
angenommenen Reihenfolge den Zahlen 1, 2, , n zugeordnet werden, 
und das analoge gilt dann von den Elementen der anderen, da diese ja 
in der entsprechenden Beihenfolge den Elementen der erstgenannten zu- 
geordnet werden können Dann folgt aber wiederum aus unserem Fer- 
mutationssatze, daß die Elemente b^der Mengen den Zahlen 1, 2, • • •, n 
und daher schließlich auch gegenseitig in jeder beliebigen Reihenfolge 
eindeutig umkehrbar zugeordnet werden können. 

Aus der obigen Definition und den daran geknüpften Bemerkungen 
folgt dann ohne weiteres: 

Gleiche Mengen besttgen dieselbe Aneahl und umgekehrt 
sind Mengen, welche dieselbe Aneahl besiteen, einander gleicih. 

Zwei Mengen, die emer dritten gleich sind, sind <mch unter- 
einander gleich. 
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D ef m it i on IV Eine mdhclie Menge, d%e nwr Elemenie emer anderen 
Menge, aber mcht alle^) enthält ^ heißt eine Teilmenge oder 
ein Teil jener lästeren 
Definition V Von zwe% ungleichen endlichen Mengen M und N 
heißt diejemge, JB. M, die hleznere, welche emer Teilmenge 
der anderen, also von N, gleich ist N heißt dann größer als M 
Hierzu sei eiläntemd bemerkt, daß das in dieser Definition aus* 
fiohließlioli als möglich, angenommene Yerlialten bei ungleichen, d h. mciit 
der Definition III genügenden endlichen Mengen wirklich stets eintreten 
muß. Denn sind die betrachteten Mengen wngle^ch, so muß bei j^ 
gegenseitigen Zuordnung der Elemente eme der beiden Mengen min- 
destens em überBchüBsiges Element aufweisen, sodaß die andere iiur 
emer Te^enge gleich sein kann Daß dieser Überschuß bei jeder gegen- 
seitigen Zuordnung immer bei derselben Menge auftreten muß und somit 
die Defimtiou V einen von der speziellen Wahl der Zuordnung unab- 
hängigen; eindeutig bestimmten Smn besitzt, wird sich sogleich ergeben- 
vorlaufig möge man annehmen, daß die Vergleichung der beiden Mengen 
auf Grund irgendeiner zuf äUig ausgewählten gegenseitigen Zuordnung 
erfolgt sei. 

Aus der obigen Definition folgt nämlich zunächst" 

Ist M die kleinere, N die größere von zwei endlichen 
Mengen und werden die mgehorigen ÄneaMm mii m bnw. n he* 
eeichnet, so hat man: 

m<n, n> m, 
d h. der "kleineren Menge entspricht als Anzahl d%e früherBf 
der größeren die sx)atere Zahl wnd umgekehrt 

Denn da unter der Voraussetzung, daß N die größere der beiden 
Mengen ist, JV, wie bereite erwähnt, außer der Teilmenge mit der An- 
zahl m mmdestens etn überschüssigeB Element enthalten muß, so folg^ 
daß »^w + 1, also »>w. Umgekehrt würde, wenn m bzw. » dio 
Anzahl der Menge M bzw. HJ bezeichnet, aus der Voraussetzung » > w 
folgen, daß n^m-\- 1, also N bei jeder gegenseitigen Zuordnung der 
Mengen M und N mindestens ein überschüssiges Element enthalten muß. 
Zugleich erkennt man auf diese Weise, daß die m der Definition V ent- 
haltene Aussage von der Wahl dei Zuordnung durchaus unabhängig ist. ■— 

1) In dei sogenannten Mengenlefire (die im wesentlichen you den „untni- 
hchen*' Mengen handelt) wud der Zusatz „n%cht dllef' hllufig weggolassen, d, h. tuaa 
betrachtet jede Menge in ihrer Gesamtheit auch als Teilmenge ihrer selbst und 
bezeiohnefc dann solohe Teilmengen, welche nicht alle Elemente enthalten, aus- 
drtioUioh als fiikts TmlmemtFfin 
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Anknüpfend an die soeben festgestellte Bedeutung dei fmlieren bzw 

spateren Zahl als Anzahl der Meinerm bzw. größeren, Menge werden wir 

von jetzt ab die frühere bzw spätere zweier Zahlen schlechthin als die 

Uemere bzw fftoßere bezeichnen, also am sprachlichen Kennzeichnung 

der Beziehuncen ^ , 

m<n bzw. n > m 

uns dei Bedewendungen bedienen 

m ist Jdetner als w, bzw n ist g)oßer als m 
Und wir werden, wie schon in Nr 1 dei Einleitung angekündigt wurde, 
diese Ausdrucksweise nicht nur dann beibehalten, wenn eine unmittel- 
bare Umdeutung von ^aMe/ibeziehungeu inAnsaJil- odei J4a/3beziehungen 
mughch ist, sondeni auch dann, wenn eine solche ausgesciilossen erscheint. 

4 Im Anschlüsse an die Verwendung der von uns lediglich als 
Oidnungszeicheu eingeführten natürlichen Zahlen als Anzahlbezeich- 
nungen beweisen wir noch den folgenden Satz, welchei den Zusammen- 
hang unserer De&iition der Addition mit der sonst zumeist üblichen, auf 
der Vereinigung der Elemente mehrerer Mengen beruhenden beistellt: 

Begetchnet man mit {M, N) diejenige Menge, welc^ie durdi 
Veremigimg der (kern gemeinsames Element enthaltenden) endhcheti 
Merken M und N entsteht, imt m hgw n deren respektive Aii- 
zaTüen, so ist (w? -|- w) dte Anzahl dei Menge {M, N). 

Beweis. Mau erkennt zunächst die Richtigkeit des obigen Satzes 
für den Fall, daß die Menge N aus einem einzigen Element E besteht. 
Denn ist m die Anzahl der Menge M, so ergibt sich ohne weiteres, daß 
die em Element mehr enthaltende Menge (Jtf, E) die auf m unmittelbar 
folgende Zahl m -\- 1 zur Anzahl hat. 

Die AUgemeingültigkeit des fraglichen Satzes ergibt sich sodann 
durch vollständige Induktion. Angenommen, es stehe bereits fest, daß 
für irgendeine bestimmte Menge N mit der Anzahl n die vereinigte 
Menge (M, N) die Anzahl m + n besitze Tritt jetzt an die Stelle der 
Menge N eine Menge N', d^e noch em weiteres Element E enthalt, so daß 
also N' die Bedeutung von (N, E) hat, so läßt sich (M, N') hereteUen, 
indem man zunächst (M, N) und daraus durch Hinzufügung des einen 
Elementes E die Menge ((Jkf, N), E) bildet. Daraus folgt aber, da ja 
{M, N) die Anzahl m •}- n besitzen sollte, daß (M, jST) die Anzahl 
(m -l- n) -|- 1 besitzen muß. Nun ist nach unserer DejGbiition der Addition 
(m -1- w) -|- 1 — w -I- (w + 1) (s. § 2, S. 9, Formel (B)), somit erkennt man, 
daß unser Satz für zwei Mengen mit den Anzahlen m, (n -\- 1) gilt, sobald 
seme Gültigkeit für solche mit den Anzahlen m, n feststeht Da dies aber 
für bdiänges m und für » «« 1 bereits der Fall ist, so ist damit die AUge- 
meinirültiirkeit dAn SlntKAfl ArwiARA-n 
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ö. Die Zaordaung einer endlichen Menge ron Elementen zu der 
Folge der natürbclien Zahlen 1, 2, 3, • • • liefert ein zweckmäßiges Mittel, 
um Reihenfolge und Anzahl der Elemente durch die Bezeichnung kennt- 
lich zu machen. Bezeichnet man die Elemente der Menge generell mit 
irgendeinem bestimmten Buchstaben, etwa wie oben mit E, und mit n 
ihre Anzahl, so pflegt man eine solche Menge in der Form anzuschreiben: 

El, E^f E^, ', E^, 
wobei also durch die ,,Stellememer*' oder „Indtises'* 1, 2, 3, • • , n eine 
bestimmte Bethmfolge der Elemente, durch deren letgien- n zugleich die 
Aneahl der Elemente gekennzeichnet wird. WiU man dieselbe Menge 
von Elementen in einer cmcteren BeihenfoJge anschreiben, so kann man 
das offenbar dadurch erzielen, daß man die Indizes 1, 2, 3, • •, n durch 
eine Pennutahon dieser Zahlen ersetzt Bezeichnet man eme solche etwa 
durch die Buchstaben: 

fl'lj f^t Ki) ' } l^ni 

so wird durch 

-^*i» -^Ji» ^hi • ') ^k^ 

die entstellende JPermviaiwn dei Elementenfolge E^, E^, E^, , E^ 
dargestellt 

Zuweilen bedient man sich, um die etwas schwerfälligen Doppel- 
indizes fci, Äj, ■ , Ä;„ zu vermeiden, der etwas bequemeren, aber weniger 
charakteristischen Schreibweise: 

■iri f Iji f TP r TTT' 

■^l> -^iy -^9 7 " } -'^H) 

wobei dann die yeränderte Bezeichnung des Trägers der Indizes, nämbch 
E' statt E, die Veränderung der BeiJienfolge der Elemente andeuten soU. 

6 Es handelt sich jetzt noch darum, die Benutzung der natürlichen 
Zahlen als „äitöaAZzeiohen filr denjemgen Zweck zu verwerten, welcher 
uns veranlaßt hatte, die vorstehenden, im wesenthchen erst fQr die Jm- 
toendungen der Zahlen maßgebenden Betrachtungen schon an dieser Stelle 
einzuschalten, nämlich filr den Beweis des Satzes über den unbeschränkt 
Jcomnwiatw&fi und assoetahven Charakter einer Summe hdtebig vieler na- 
türlicher Zahlen Die Richtigkeit dieses Satzes steht nach § 2, Nr. 5 be- 
reits fest für jede Summe von der Form a -i-h + c, also, wie wir jetzt 
sagen können, für jede aus drei natürlichen Zahlen gebildete Summe 

Angenommen nun, der Satz gelte für jede Summe, die aus höchstens 
n natürlichen Zahlen besteht, sodaß also, wenn man diese letzteren jetzt 
mit Oif Of, a^, • • bezeichnet und 

Ä«.-<^i + ö»+-- +»«, m£n 
setzt, s^ bei jeder Wahl der Zahlen a^, a^, • • , a„ imbeschrankt lom- 
muitaHv und assogiaüv sein soU. Bedeutet wieder die Buchstabenfolire 
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Kih) " ') \ öi^ö beliebige Permutation der Zahlen 1, 2, • • ., n, so hat 
man insbesondere: 

und, wenn jetzt m<in angenommen -wird, auch: 

(1) *«-K+ • +«O + K.i + --' + ^0 

(wobei im Falle m =- 1 bzw. m + 1 » n die erste bzw. zweite Summe der 
rechten Seite sich auf ein einziges G-hed reduziert). Bezeichnet man femer 
mit 5„^i eme Summe, die aus s^ durch HinzufÜgung eines weiteren Sum- 
manden a^^^ entsteht, so hat man nach dem Vorbilde der Definitionen (1), 
(2) Ton § 2, S 14 zunächst: 

*n + l ""*!» + *ii + l 

und daher nach Gl. (1) mit Benutzung des assoziativen Verhaltens einer 
Summe von drei Summanden auch: 

(2) S.+1-K+ • + «O + (**m + x+'" + '*0 + *« + l- 

Da die eingeklammerten Summen emdeutig bestimmte natürliche Zahlen 
vorstellen, so findet man mit Hilfe des für dreigliedrige Summen bereits 
bewiesenen Eommutations- und Assoziationsgesetzes: 

(S) s {~K + "" + "0 + ('''-« + '" + ''^ + ""+') 

•*M-(«.^..+».,+-+»0 + K„+ •+«\) 

Eüeine der rechts auftretenden Summen kann mehr als n Summanden 
enthalten, sie sind also infolge der gemachten Annahme sämtlich kom- 
fnuiahv. Infolgedessen kann man dem neu hinzugetretenen Summanden 
a„^^ innerhalb der Teilsumme, welche ihn enthält, und das heiBt schließ- 
lich überhaupt jeden beliebigen Platz anweisen und da andererseits a^ , 
**i> *'*>**_ sobon jede beliebige Permutation von o^, a„ • •, a„ vor- 
stellen kann, so folgt, daß die Summe s^^^ unbeschränkt komtnutaüv isi 

Jede der in (3) auftretenden Teilsummen ist aber auf Ghrund der 
Voraussetzupg auch assogiattv. Und da außerdem auch die Wahl von m, 
also die Wahl deijemgen Assoziation, welche der Bildung jener Teil- 
Bummen zugrunde liegt, ganz beliebig ist, so folgt, daß die Summe s^^^ 
auch imbesdirankt assomativ ist. 

Nachdem nun aber die in Frage stehenden Eigenschaften für Mwe^ 
und efretgliedrige Summen^) erwiesen sind, so ergibt sich nunmehr durch 

1) Bei j^ioetgliedrigen Summen kann natilxhoh nur von Kommutahonf nicht 
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ToUständige Induktion, daß sie auoh jeder 8Tinime von lehebig vielen 
natürlicheii Zahlen zukommen 

Es besteht somit der folgende Satz: 

Die Summe hel'iebtg mder naiärhclier Zahlen ist uf^eschi ankt 
hommutativ tmd assogtativ, sie ist also eme von der Anordmmg 
der Summanden tmd der sijücisesswe (msgeßihrten Emeelsummar 
honen unaNiangige, eindeutig bestimmte wnd in der Beihe der 
natürlichen Zahlen allemal vorhandene Zahl 

HieratiB folgt noch, daß der in Nr 4 bewiesene Satz über die Aneahl 
emer durch Yeremigung eweter Mengen entstandenen Menge sich ebenfalls 
durch Tollständige Induktion auf den Fall heliebig vieler Mengen über- 
tragen läßt, d. L es gilt der Satz: 

Besseichnet man mxt m^, Wj, • •, w„ die re^pekMven eu den 
Mengen M^, Jf,, • • •, JM, gehörigen Ansohlen, so lesitet die ver- 
einigte Menge {M^j M^, ■ •, M^ die AneahL w^ + Wj + + »»„. 

Im übrigen sei noch ausdrücklich herrorgehoben, daß unsere Deßnv- 
tion der Addiiwn und die Herleitung aller daraus resultierenden Folge- 
rungen aussohließhch auf der ursprünglichen Bedeutung unserer natür- 
lichen Zahlen als Ordfwngseeidien beruhte. Nur fiir die Ausdehnung des 
Satzes über die einde^digeBestirmntheii einer Summe auf l}dieb^e Summen, 
und das heißt in Wahrheit auf Summen emer beliebigen Amahl von 
Summanden konnte selbstTerständhoh der AnzcihXbegriff mcht entbehrt 
werden Analoge Verhältnisse werden sich bei der jetzt einzuführenden 
B«ohnungsoperation der Multiplikation ergeben. 

§ 4. MiiltiplllEBtion natttrlicher Zahlen. 

1. Wir definieren eine zweite Bechwjtngso^aeralMn, die MviM^lihabion 
durch die AnfoA^sgleidiiung: 

(A) ö • 1 -= a 
und die BehJi/rsionsformd: 

(B) o.(n + l)-». » + ».!') 

-«.« + <, ('•-1,2,3,-) 

Aus der letzteren gewinnt man f ür >i <*- 1 zunächst eine bestimmte ZaM 
als gleiohbedeutend mit a • 3, sodann, indem man n*«" 2 setzt, entsprechend 
für a-d ub£, sodaß also sohließUch als Äquivalent für das Symbol a-h 

1) Fr&gnanter geBohrieben: 

(fl'n)^{a 1), 

Mail TiflAirf ftKonr fliÄ inAmniAm fVAwnlinliA'h xrAorziilaflRen 
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eine eindmUg bestimmte, in der ZaJilmreihe aUemal vorhandene Zahl sich 
ergibt.^) Wir können darnach das Symbol a-b geiadezu wieder als em© 
bestimmte Zahl ansehen, welche wir als das ProduU der beiden Faktoren 
a und 6 bezeichnen *) Diese letzteren, nämlich der „Midi/vplikandus" a und 
der „Multvplikaior'' h erscheinen bei dieser Definition zunächst wiedenim 
leemeswegs als gleichberechtigt Um ihre Verfcausohbarkeit und gewisse wei- 
tere Haupteigenschaften der Multiphkation herzuleiten, zeigen wir zu- 
nächst, daß zugleich mit den Relationen (A), (B) stets auch die folgenden, 
durch Kommuiaüon daraus hervorgehenden bestehen: 

(A') 1 a-a, 

(B') (w + 1) a="W-a + l-a"=«-aH-a 

Beweis zu (A') Die GL (A') gilt offenbar für a — 1, da sie füi diesen 
FaU mit Gl (A) zusammenfällt. Bedeutet dann wiederum a — a' irgend- 
eine spegiidle Zahl, für welche Gl (A') als erwiesen gilt, also: 

1 a'»a', 

so folgt aus Gl (B), wenn man daselbst a — 1, « = a' setzt: 

1 (fls'+l) = l a'+l, d. h -a'+l 

Die Gl (A') gilt also wiederum für a — a'-j- 1, falls sie für a — a' nchtig 
ist, und sie gilt somit aUgemem, da ihre Richtigkeit für a »- 1 feststeht. 
Beweis zu (B'). Setzt man in (A)- a «- « + 1, so folgt: 
(m+1) 1-W+ 1 
oder (da nach (A): n ~ w 1) auch: 

(w + 1) . 1 - »e • 1 + 1 , 

1) um auf Grand der obigen Definition ta. htweiaen, daB 

2.2 — 4, 
hätte man folgende Schritte zu machen: 

2 . 2 « 2 (1 + 1) (S. 9, Gl (A)) * 

— 2.1 + 2 (Def.-Gl. (B)) 

— 24-2 (Def.-Ql. (A)) 

— 2 + (1 + 1) (S. 9, Gl. (A)) 
«C2 + l) + l (8.10, GL{D) 

— 8 + 1 1 

^^^ I (8. 9. Gl. (A)) 

2) Wo kern Mißrerrtändnii möglich ist, wird das Operattonageich&n (der 
Punkt) hier hftufig ganz weggelassen, aodaß man a&, a(6+l) uiw. statt i a'&, 
a (J + 1) UBW schreibt 
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d h. die GL (B') gilt zunächst für a «- 1 Sei nun wieder -a -^ a' irgend- 
eine »peetdle Zabl, für welche Gl (B') richtig ist, sodaß also: 

(« + l)-a'-»w-a'+a'. 

Aus Gl. (B) folgt sodann, wenn man a durch n -f 1, « durch a' ersetzt: 

(w + 1) . (a' + l) = (w + 1) . a'+ (n + 1) 

und daher mit Benützung der eben gemachten Annahme* 

(« + l).(a' + l)-(«.a' + a') + (n + l) = n a'-^a' + n+l. 

Wendet man auf die rechte Seite das erweiterte Kommutations- und 
Assoziationsgesetz (§ 3, Nr 6) an, so ergibt sich: 

(»+1) (a' + l) -(».«' + ») + (a' + l). 
Da aber nach GL (B), wenn man daselbst a durch n, n durch a ersetzt: 

n-(a'-}-l) = w a'-l-n, t 

so findet man schheßhch: 

(n+ 1) . (a'+ 1) - w . (a' + 1) + (a'+ 1), 

^i. h. GL (B') gilt dann auch für a = a' + 1 und somit wieder für jedes a, \ 

da sie für a =- 1 richtig ist \ 

2 Nunmehr sind wir auch imstande, die vollständige QUidibereck- \ 

iigivng der beiden Faktoren a,h tu. erweisen* 

Lehrsatz L Ihe MulUpUkation ist Jcommutativ, d h man hat: I 

(I) a h-^h-a. I 

_ . _ f 

Beweis. Durch Kombination der Gleichungen (A) und (A') er- ' 

gibt sich: 

a- 1 =» 1 • a 

■d. h. GL (I) gilt zunächst bei heliebtgem a für die speeuHle Zahl 6 — 1. 

Angenommen, sie gelte wiederum für irgendeme speeteUe Zahl & - 6' | 

sodaß also: | 

a-&'-6'.a ? 

Aus Gl (B) folgt sodann: 

a (6'+l)-a.6'+a, 
4^80 mit Benutzung der eben gemachten Annahme: 

a.(6'+l)- &'.« + « 
Da aber aus GL (B') fürn — J' folgt: 

(6'+l).a-6'.a + a, 
^o wird: * 

a.(6' + l)-.(6' + i).a, 
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d. h. öl. (I) gilt dann auch fttr & = 6'+ 1 und somit wieder für jedes h, 
da sie für Z> » 1 richtig ist 

3 Für die Multiplikation bestehen noch zwei weitere Fondamental- 
gleichungen, deren erste (das „IHstnhuiwnsgeset^^ eine direkte Verallge- 
meinerung der Grundform el (B) bzw (B') darstellt, während die eweüe 
das ganz analog wie bei der Addition formuherte Assosiiaiionsgesetg 
enthalt 

Lehrsatz 11 Ihe Midtiphkation ist distributiv, d h mcm hat 

(11) a (& 4- c) — « & + « c, 

(II') (6 + c) a-ft-a-l-c a 

Beweis. Man hat zunächst nach Formel (B) für n » & 
a«(&+l) — a'& + a 1, 

d h Gl (U) gilt bei hdi^yigem a und h für die s^pegielle Zahl c » 1. 

Es werde nun wieder das analoge für irgendeine spezielle Zahl c ■» c' 
angenommen, sodaß also' 

a (& + c') — a & -f- a c' (bei beliebigem a und b) 
Man hat sodann. 

a (& + (c' + l))-a ((6 + c')+l) 

— a (b-{-o') + a (nach Formel (B)), 
und daher infolge der gemachten Annahme: 

a . (6 + (c' + 1)) - a • & + a • c' i- a 

- a . & + a • (c' + 1) (nach Formel (B)), 

d h. Gl. Ql) gilt auch noch für c - c' + 1, falls ihre Geltung für c - c' 
besteht. Sie gilt somit für jedes o, da ihre Richtigkeit für c <- 1 bereits 
feststeht. 

Um auch Gl. (11') zu erweisen, hat man: 

(6 + c) . a — a • (& + c) (nach (1)) 
— a • 6 + « • ö (nach (11)) 
«- & • a + c • a (nach (I)) 

Zusatz. Durch Kombination der Formeln (11) und (II') ergibt sich 
die Regel für die Ausführung der Mtlitijolilcation eweier Summen. Mau 
findet: 

(a + 2») • (»' + 6') - (a + 6) • a'+ (a + 6) - V (nach (U)) 



^'^ I - a.a'+ 6. a'+a. &'+&•&' (nach (H')). 

Die Regehl (II), (II'), (11") lassen sich auch ohne weiteres auf Summen 
beliebig -vieler Summanden ausdehnen. Man findet z. B. 
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^a &i + a.&j + a (&8+ - + 

= a &i + a &a + • + a • &, 
usf Aus der letzten Formel ergibt sich, wenn man jede der Zahlen 
^i; ^a> • ; ^n durch 1 ersetzt: 

a » = fl + a+ + a, 
n mal 
d h das Produld a n fallt zusammen mit der Summe von n gleichen 
Summanden a und konnte geradezu durch diese Eigenschaft dcfimert 
werden, falls man bei der Defimtion den Begriff der ÄnisaM nicht zu ver- 
meiden wünscht. In dem vorhegenden Zusammenhange erscheint die 
obige Beziehung als eme unmittelbare Folgerung aus dem distrihwtivm 
Charakter der Multiplikation, d h schließüch aus der definierenden Re- 
kursionsformel (B), aus welcher sie offenbar auch ganz direkt abgeleitet 
werden kann 

4 Lehrsatz IH Ihe MuMvplikakon ist assoisiativ, d h. man hat: 

(in) (a h)'C^a-(h'c). 

Beweis. Aus Formel (A) findet man: 

(a h)' 1 =• a h und auch: a • (& • 1) »= a &, 
also: 

(a &) l=-a.(&.l), 

d h die GL (III) gilt zunächst bei heUebzgeni a und h für die speetelle 
Zahl c - 1. 

Es werde nun wieder angenommen, GH (III) gelte bei heUebigem a 
und 6 für irgendeine spezielle Zahl c = c', sodaß also: 

(a.6).c'-.a.(6.c'). 
Aus (B) folgt sodann, wenn man a durch (a 6), n durch o' ersetzt: 

(a.6).(c' + l)-(a.6).c'+a.&, 
also mit Benützung der eben gemachten Annahme: 

(a.&).(c'+l)-a.(& + a-& 

Wendet man auf die rechte Seite dieser Gleichung das (rückwarte ge- 
lesene) Dietnbutionsgesetz (TT) au, so ergibt sich weiter: 
(a 5).(c'-f-l)»a (h c' + J) 
-a (6 (c' + D), 
d. h GL (III) gilt wiederum auch noch für c ™ c' + 1 und somit für 
jedes c, da sie für c — 1 als richtig erkannt wurde 
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5 Neben den fundamentalen Gletchwigen (I) — (III) bestehen für die 
MuUyplikaHon natürbcher Zahlen nooh die folgenden charakteristischen 
Ungleuihungm ' 

(IV) a 'J>>a, wenn: & > 1 

(V) a h^a'-h, wenn: a> a' 

Die Richtigkeit von (IV) erkennt man zunächst unmittelbar für & «== 2, 
wegen: 

a 2-.a.(l + l)-=a + a>« (nach § 2, Ungl. (III)), 

und sodann, wegen: 

a (6' + 1) =- a • 6' + a > a • 6', 

durch vollständige Induktion für jedes & > 1 . 

Die Richtigkeit von (V) steht zunächst fest für 6 — 1 und ergibt 
sich sodann wieder durch vollständige Induktion für jedes behebige h. 
Denn aus' 

folgt nach § 2, Ungl (VH)- 

a-h'+a>a' ft'+a', d h. a (ö' + l) > a'- (&'+!). 
Da neben der Beziehung (V) offenbar auch die folgenden bestehen: 
(VT) a-Ka' h, wenn: a<.a', 

{VII) a • 6 — a' h, wenn: a — a, 

j30 erkennt man wiederum, daß dieselben insgesamt auch U7nlcehrhar sind, 

d h aus: 

(Va) (>a'b folgt aUemal, daß: a> a\ 

<VIa) a.6 <a'.Z> „ „ „ a < a', 

(Vna) l-o'.ft „ „ „ a-a' 

Endlich ergibt sich wegen der Kominutativität der Multiplikation, daß 
nach Analogie von (V) auch: 

(VUI) a-l>a'l\ wenn: 6>&', 

und sodann durch kombinierte Anwendung von (V), (VII), (VIII), daß: 

(IX) a . 6 > a' . &', wenn: ' a^a\ b> V, 

oder: ay^a'^ & ^ V 

6. Durch sukgessive fortschreüende MuH^UhaMon können wir den 
Begriff des Produktes auf beUehig mele Faktoren Übertragen. Wir deß- 
meren also zunächst das Produkt a-h • c durch die Formel* 

{1) a • & • c — « (a • Z>) • c 
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und, nachdem auf diese Weise die Bedeutung der Zeichenverbindung- 
a-h ' c eHa emer eindeutig bestimmten ZäfU feststeht, analog: 

(2) a h c- d'^'ia h c)'d, 
Bchließhch allgemein: 

(3) «i-a,- ö,-a„+i = (ai Os-. a„) a^+i 

Alsdann läßt sich aber wbrüich v/nd huchstcibhch so, wie es in Nr. 6 des 
vorigen Paragraphen fOr die Ädd^ton gezeigt wurde, sofern man nur das 
dort auftretende Plmeetchen allemal durch den Punkt ersetzt, folgen- 
des nachweisen: 

Das Produkt hdiehig vtder naturhcher Zahlen ist tmbeschrdnkt 
kommutativ und assoziativ. Dasselbe stellt also eine von der 
Anordnung der Faktoren und der emeelnen, sukaessive auseufuh- 
renden MuMpUkationen unc^Mngtge, emdeutig lestimmie und in 
der Zahlenreihe aiHemcU vorhandene Zähl dar 

§ 5. Die umgekehrten Beehnnngsoperationen: Snbtraktlon und 
Division Im Oel)iete der natfirlichen Zahlen. 

1 Sind a und h zwei beliebig gegebene natürhche Zahlen und be- 
zeichnet man generell mit x eine vorläufig unbekannte Zahl, so ergibt 
sich aus den bisherigen Betrachtungen, daß stets eine und nur eine na- 
türliche Zahl X existiert, derart, daß: 

(1) a; - a -H & 
bzw. 

(2) x^ah 

Die Äddttion bzw MuUi^olikaiion zweier natürhcher Zahlen ist also im 
Gebiete der natürhohen Zahlen stets und zwar mit eindeutigem Ergeb- 
nisse ausfuhrbar Em Bedürfius, unseren Zahlenvorrat zu erweitern^ 
wird sich indessen alsbald ergeben, wenn wiy nunmehr versuchen werden 
jene beiden Rechnungsoperationen „wneukehren". D. h. statt, wie bisher,, 
die beiden Summanden bzw. Faktoren als die ursprünglich gegebenen, da- 
gegen deren Summe bzw. Produkt als die daraus abeuleitenden Zahlen an- 
zusehen, wollen wir jetzt annehmen, es sei die Summe bzw das ProdiM 
zweier Zahlen und emer der Summanden bzw Faktoren gegeben und ea- 
hondle sich um die Bestimmung des noch fehlenden Summanden bzw. 
Faktors Dabei ist es infolge des kommuiativen Charakters der Addition 
und Multiplikation oflFenbar gleichgültig, welchen der beiden Summanden 
bzw Faktoren wir ahi geg^)en ansehen Wir wollen, um eine Wahl zu 
treffen, die fragliche Aufgabe in der Form anschreiben: 
a -\- X'^b bzw ax f^bt 
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d h es wird die Bestimmang einer Zahl x verlangt, welche zu der ge- 
gebenen Zahl a addiert, bzw mit ihr multipliziert die gegebene Zahl h 
liefert 

2 Die erste dieser Aufgaben, also 

(3) a + a; — &, 

erscheint von vornherein im Göbiete der natürlichen Zahlen unlösbar,, 
falls h^a vorgelegt sein sollte Denn fOr jede natürhche Zahl x hat man: 

a-\- x> a 

Ist dagegen & > a, so besitzt die Gleichung stets eine und tomj eme be- 
sümmte Losung Bildet man namlioh die Reihe der Zahlen 

a a + 1 « + &; 

so muß, wegen a < 2) < a + &; die Zahl l in dieser Reihe einmal und 
nw einmal vorkommen, und es gibt somit eme und nur eme Zahl ä < & 
von der Beschaffenheit, daß* 

(4) a + f? =- &, 

anders ausgesprochen, die Gl (3) hat die Lösung x-^ d und zwai' nur 
diese eme (da ja nach dem oben gesagten nur ein d<Ch existiert und die 
MöglicKkeit d'^b von vornherem ausgeschlossen ersohemt). Die JRech- 
nwngsop&ratwn, welche in der Bestimmung jener Zahl d aus den beiden 
gegebenen Zahlen a und h besteht, wird als Subtraktion der Zahl a (des 
„Si^trdhendu^^) von der Zahl 6 (dem y,Mmuendus*% das Besultat d dieser 
Operation als JDifferem b minus a bezeichnet Zugleich bedient man 
sich, um der m GL (4) enthaltenen Beziehung der Zahl d zu den als ur- 
sprünglich ausschließlich gegeben anzusehenden Zahlen a, b emen prägnan- 
teren Ausdruck zu verleihen, der neuen Schreibweise: 

(5) d-^b-a'), 

sodaß also das Symbol b — a (wofür wir nach Bedarf*) auch (& — a) 
schreiben) eine in der Zahlenreihe wirMich vwrhmdene Zahl bezeichnet, 
welche nach Gl. (4) der Bedingung genügt: 

(6) a-\-(b — a)^b (oder auch- (& — a) -f a — &). ") 

Und die Existenis einer solchen Zahl b — a hing ausschließlich von der 
Voraussetzung 6 > a ab.*) 



1) In Worten* h mmiM a. Dm die beiden Zahlen h und a verbindende Ope- 
rationszeiohen (der horizontale Stnoh) heißt MvnusKeichen. 

2) Vgl. 9 2, Nr. 1 (S. 9) 
8) E> ist also Bteta 

4) Es -wird lioh später als zweckmäßig erweisen, die bisherigen Rechnung»- 
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3. Wir behandeln nun m analoger Weise die gweite der am Sclilii88e 
von Nr. 1 bezeichneten Aufgaben: 

(7) ax — 6, 

d. h. die Forderung, eine (natürliche) Zahl x zu bestimmen, welche mit 
der gegebenen Zahl a multipliziert die gegebene Zahl h liefert 

Man erkennt ohne weiteres, daß die Aufgabe im Gebiete dei natfir- 
hchen Zahlen keine Losung zuläßt^ falls & < a, da ja m diesem Fallti 

a 1 — a>&, 

a x>a>h für jedes a? > 1 . 
In dem Spezialfälle b => a ergibt sioh sodann unmittelbar: 

(8) a i^h (also, a; - 1) 

Ist sohheßlich b> a, so bilde man die Beihe der Zahlen 

<9) a 1, a 2, ' a-h : 

Nur wenn a « 1, hat man: ; 

(10) a &»& (also: «-6) 1 

j 
In jedem anderen Falle (d. h wenn a ^ 2) ist a • & > & und somit: * 

a l<,b<a-b. j 



Da hiernach b in der vollständigen Beihe der Zahlen von a • 1 bis a • i 
sicher Toikommt, so ergibt die Vergleiohung der Zahl & mit den Zahlen 
der Teiheihe (9) nur die folgenden zwei Möglichkeiten: entweder findet 
sich in dieser Teih-eihe eme Zahl vor, die mit b zusammenfällt, etwa; 

(IIa) aq = b, wo: l<(jr<&. 

Oder b liegt zwischen zwei unmittelbar aufeinander folgenden Zahlen der 

Reihe (9), also: l 

(IIb) aq<b<a(q-\-l), wo: l^q<b, ^ 

Im ersten Falle und nw in diesem existiert also, geradeso wie in den ? 

durch GL (8) und (10) charakterisierten Spezialfällen a - Z> und a — 1; f 

eme bestimmte Zahl x->q, welche der durch Gl. (7) bezeichneten For- 
regeln auf Zahlen zn übertragen, die in der Form von IHfiTwengm gegeben iind. 
Eter Boll m HinBioht auf eine demnächst zu machende Anwendung nur angemerkt 
werden, dafi eue solche Differenz 5 — a (wo & > a) gerade so gut dem dlitribu- 
tiven Gesetze der Multiplikation unterliegt, wie eine Summe. Aui 

(6--a) + a — J 
folgt nämhch durch Multiplikation mit c 

also, wegen eb"^ ca. 

/•Ä — /•/» 9» />fh «\ 
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deniog genügt Fassen wir diesen Faü mit den genannten Spezialfällen 
zusammen^ so hat man also 

(12) «2 = &, wo jetzt: 1^q:^&; 

und man bezeichnet sodann q als das Resultat der Division des JDwiden- 
dus b duich den Divisor a, küizer als den Quotienten von 1) durch a 
Um die betreffende Abhängigkeit der Zahl q von den Zahlen a und 2> als 
den ursprünglich gegebenen prägnanter zum Ausdruck zu bringen, bedient 
man sich an Stelle der Schreibweise (12) dei folgenden: 

(13) i-± 

(wo insbesondere* 1 >= -r-, ^ " t) ^^^ ^^S^f ^ ^^^ duich a teilbar oder 
auch a sei em Teiler von b Umgekehrt bezeichnet man (jedoch mit 
Ausschluß des Falles q^l, also <2 = &) im Anschlüsse an die Gleichungs- 
form (12) i als em Yielfaclies von a 

Andererseits besteht dann infolge der Veitauschbarkeit von a und q 
m Gl (12) neben Gl (13) auch die folgende- 

(U) a«l, 

d. h gr ist gleichfalls em Teiler von &, und umgekehrt ist b ein Viel- 
faches von q (jetzt mit Ausschluß des Falles a =• 1, also q =- b). 

§ 6. Sätze über Telllbarkeit yon Zahlen. — Absolute und relatire 
Primzahlen. — Euklidischer Algorithmus. ^) 

1 Ist 

b'^aq, c-^br, 
30 folgt: 

C'^a(qr), 
1 h 

Ist c ein Vielfaches von h, b ein Vielfaches von a, so ist 
auch em Vielfaches von a 
Anders ausgesprochen: 

Jeder Teuer a eines Teilers b von o ist gleichfalls em Teiler 
von c. 

Hat man ferner: 

b'^aq, c^ar, 
10 folgt: 
b + c "» a{q ■{• r) 

1) Dieser Paragraph enth&lt einige Hilfss&tze aus des sogenannten „elemen- 
aren Zahlentheone". Wir besohränken uns dabei auf die Mitteilung derjenigen 
l&tze, deren Efenntnis fSr die anäteren EntwicklnTKrAn nnfwAmlf» lof 
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und, falls b>c: 

l — c ^ aq — ar ^ a{q — ry) 
d.li. 

Sind gwei Zahlen h und c VielfaeJw «'««• driitm Zahl a, so 
gut das gleiche von ihrer Summe und Ihfferene*) 

Oder auch: 

Jeder gemeinsame Teiler xweier Zahlrtl ist auch ein Teiler 
ihrer Summe und Di/ferenx. 

Dagegen braucht offenbar weder h noch c durch a t<»ilbar äu sein, 
wenn & + c oder h — c den Teiler a hat. Selbst wenn h + c und ft ~ c 
den Teiler a haben, so würde daraus nur fulgen, daB 2li und 2c durch a 
teilbai sind. Steht jedoch fest, daß auBer & -f- r oder b — e noch eine der 
lieiden Zahlen h, c den Teiler a hat, so gilt dies auch von der anderen. 

Wegen b^h 1 hat jede Zahl sich selbst und die 1 zu Teilern. Eine 
2atil h, welche keine anderen Teiler hat, als diese beidm, lieiBfc (abRoIute) 
^mahl. Die Zahl 1, für welche jene beiden Teiler in einen einzigen eu- 
sanimenfallen; nimmt eine Sonderstellung ein und wird Jiicht eu den Prim- 
gerechnet. Die einzige gerade (d. h. durch 3 teilbare) FrimMahl leb 
die Zahl 2. Dagegen ist die Keihe der ungtraden Prinuiahißm 
3) 6, 7, 11, • • • unbegremt. Denn gäbe es eine leiMte Primzahl p^ so mtlßte 
jede Zahl q>j^ durch mindestens eine der PrimKahlen 2, 8, 6, • • *, p teil- 
W sein, was offenbar bei der Zahl g<— 2'8>6"-i7 4-l ni^ der Fall ist 

Jede Zahl, welche außer sich selbst und der Eint noch andere*) 
Teiler besitzt, heißt gusammengeseitt, 

2, Hat man zwei Zahlen a und b, wo Z)>a> 1, ao ist entweder 
(8'01.(lla) des vorigen Paragraphen): 

(1) b-^aq (wo: 1< g: < ?0, 
oder(8.üngl. (IIb)): 

«2 < & < «(ff + 1) — aa + « 

(wo: 1 ^ ^ < b). In diesem Falle muß also eine bestimmte Zahl ff; ^ l 
^^<a existieren, derart, daß; 

(2) & — ag + Äj . 

Ist also b> a und a kein Teiler von &, so muß ewisohen a und b eine 

1} 8. FnJBnote 4) S. 81. 

i) EtvaB allgemeinM Bind offenbar atioh bs -|- ot und (mit dtr vorUtnfigen 
™iirtlnkmig ba > et) auch &« — et Vielfache von a, wenn « und t beliebige 
Zahlen bedeuten. 

8) Hat die Zahl b einen von b und 1 vertohiedenen Toüex a, etwa: 
6 — a-g (woj a<6, ttlno fl|>l), 
w ht sie ja allemal noch einen moeitm ^.koHiol«msnta.wmn\ t.h«. - -j- t— u- 
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Beziehung Ton der Form (2) stattfinden. Man bezeichnet in diesem Falle q 
als den {unvoUstandtgen) QuotietUen der Dinsion von h daroh a, die dem 
Interrall 1 ^ai<ia Angehörige Zahl a^ als den (Diyisions-)Jße9i^. 

Die m GL (2) enthaltene Formulierung emer zwischen den Zahlen a 
und h bestehenden Beziehung kann dazu dienen, die Frage nach dem 
größten gemeinsamen Teuer (größten „Gemeinteiler**) von a und & in An- 
griff zu nehmen und schließlich zur Entscheidung zu brmgen. Da näm- 
bch aus Gl. (2) folgt: a^'-h — aq^ so erkennt man zunächst, daß jeder 
Gememteiler von a und & auch ein Teiler von o^ ist, wahrend umgekehrt 
aus GL (2) hervorgeht, ^q& jeder Gemeinteiler Ton a^ und a auch ein Teiler 
von Z» sein muß. Die Aufsuchung aller möghohen Gemeinteiler von a 
und h ist somit zurückgeführt auf die entsprechende Aufgabe für a^ 
und a Hier bestehen nun wiederum die zwei in folgender Form dar- 
stellbaren Möglichkeiten, nämlich entweder: 

(la) a «*• «1^1 

oder: 

(2a) a— ajg'i + flj, wo: l^a^<a^ 

Im ersten Falle ist o^ ein Teiler von a, also nach dem zuvor ge- 
sagten auch von h und zwar, da a^ (üle moghcJien Gemeinteiler von a 
und h enthalten muß, der größte Gemeinteiler von a und b 

Im zweiten Falle schließt man, wie oben, daß jeder Gemeinteiler von o, 
und o^ auch ein solcher von a^ und a, also schließlich von a und b sem muß ■— 
vü^ versa. In gleicher Art weiter fortsohließend jSndet man dann entweder: 

(Ib) fli-öjft 

oder. 

(2b) Ol — fl,g', -f- Oj, wo. 1 ^ aj < «,. 

Allgemeiu ergibt sich (falls das Verfahren nicht schon mit GL (la) 
oder (Ib) endigt) auf diese Weise eine Kette von Gleichungen (der so- 
genannte EuMidische Algorithmus), welche schließlich mit einer Gleichung 
von der Form (la), (Ib), • • • abbrechen muß, da ja die Divisionsreste a^^, 
Ol, 0,, • • • beständig kleiner werden; also^): 

( h — ag[ -f- ai 

a — «lä'i + flj 

«1 — «>9'i+flB 



(3) 



««-i-»«-iff»-i + a« 

««-i-M«) wo: ai>a,>a8>. •>a^^l 



1^ TViA fl«»i«<v.-.»i— 'o\ — Hi. — 
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Jeder G^emeinteiler von i und a ist dann auch Teiler von a^, 
Oj, • • •, a„ und umgekehrt muß jeder Teiler von a^ ein Teiler von <*„_x, 
<^«-s> * 't ^it ^j ^ i^öin Und da a„ offenbar der größte Teiler von sich 
selbsi^ 80 ist schließlich a„ der größte Qemeinteiler von a und h. 

Ist nun speziell a„=^ 1 0*^1), d h tritt bei dem angegebenen Ver- 
fahren an irgendeiner Stelle die 1 als Divisionsrest auf (und zwar dann 
eo ipso als leigter), so haben a und b den emmgen Gemeinteiler 1. Zwei 
solche Zahlen a, h heißen alsdann rdatwe Primgählen oder relativ prim 
etwma/nder'^), auch teilerfremd (indem man von dem allen Zahlen gemein- 
samen Teiler 1 absieht) 

Ist a„ größer als 1, so haben also a und h den gemeinsamen und 
zwar größten gemeint—men Teiler a„, sodaß also, wenn etwa 

a und V relativ prim sem müssen. 

3. An den Begriff der relativen Pnmzahlen und die Benutzung des 
Eukhdisohen Algorithmus zu ihrer Charakterisierung knüpft der folgende 
wichtige Satz an (der leicht für selbstverständlich gehalten werden konnte, 
ohne es m Wirkhchkeit zu sein): 

Sind a und i relativ pnm und ist h eine beliebige Zahl, so 
muß jeder gemeinsame Teiler von bk und a (oder auch von ak 
und b) ein Teuer von Tc sem 

Beweis Da a und b relativ pnm vorausgesetzt werden, so nimmt 
der Eukhdische Algorithmus (3) mit Hinweglassung der letzten Glei- 
chung die folgende Form an'): 



Falle M = 2, bzw. n a 1 reduziert aioh das System (8) offenbar auf eins der 
beiden folgenden 

a =• Ol 3i -|- a, 

Ol = a, g, 
bzw 

& =" o2 -f- a^ 

während un übrigen die daran geknüpften Sohlüsae nnverflnderi! bleiben 

1) Auf Grund dieser Begtiffsbeatinimung wird die 1 als relativ pnm eu allen 
anderen Zählen und eu steh selbst betrachtet (da sie ja nut allen anderen Zahlen 
und mit Bioh eelbst den einzigen G-ememteiler 1 hat) 

2) Dabei Rohließt un Falle n^S dieses System schon mit der Gleichung: 

n. =3 n. n -L. 1 
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(4) 



«1 —ffjffa+'^s 



a„_2 = a„_ig„_i4- 1 

Es bestehen also, wenn man -jede dieser Gleichungen mit 1c multi- 
pliziert, die folgenden Beziehungen: 

a^k == hJc — aqJc 
a^l = cd — a^qje 

ctg /l/ = flj 7l. ttj (2'^ /iJ 

Die erste Gleichung zeigt unmittelbar, daß jeder Gemeinteiler von blc 
und a (oder auch yon aJc und &) auch ein Teiler Ton a^kj folglich 
nach der zweiten Gleichung auch von cr-gfe, nach der dritten von a^k 
sein muß usf — schließlich also nach der letzten, wie behauptet, em 
Teiler von /r. 

4 Als spezieller Fall des soeben bewiesenen Satzes ergibt sich zu 
nächst der folgende: 

Ist a relativ prim ssu h und ein Teiler von hk, so muß a 
schon ein Teiler von k allein sein. 

Seien femer a und h relativ prim gegen eine dritte Zahl c, so kann 
offenbar das Produkt ah mit o keinen (sc. von 1 verschiedenen) Gemein- 
teiler haben. Denn jeder Gemeinteiler von c und ah müßte ja nach dem 
Satze von Nr. 3 ein Teiler sowohl von a als von h sein (je nachdem 
man die oben mit k bezeichnete Zahl mit a oder mit h identifiziert) — 
was der Yoraussetzung widerspricht Es gilt somit der Satz: 

Sind atoei Zahlen gegen eine dritte relativ prim, so gilt das 
gleicJie von ihem Produkte. 

Dieser Satz laßt sich sofort auf den Fall aui^dehnen, daß an die Stelle 
der zwei Zahlen a, h deren eine beliebige Anzahl, etwa ^i; a,, • • •, a^, 
tritt. Wird femer angenommen, daß jede dieser Zahlen relativ prim ist 

während es sich in den Fällen n » 2 bzw. n -■ 1 auf 

& — ag -\- Ol 

«-«i2i+l 
bzw. auf 

h mm aq + 1 

redaziert, im übrigen wieder die daran ffeknflnftA« flAMflana nnwowUwii»«*.* w«.v— 
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uioht nur gegen eine einzelne Zahl, sondern gegen jede der Zahlen 
<h) '^i> ' '> ^nj ^^ folgt zunaolist;, daß das Produkt aj^a^ • <^m ebenfalls 
gegen jede der Zahlen o^, Csf ' ' •, c„ und somit schließlicli auch gegen 
deren Produkt relativ prim iät Also: 

Ist $eie der ZaMm 0^,0^," , a„ relativ prim gegen jede 

der Zahlen c^, c^, • -, c„, so sind cmch die Produkte a^a^ • a^ 

v/nd CxCi • c^ relaüv pnm 

§ 7 Bmchsymbole als neue Zeichen für natürliche Zahlen. — 
Tergleichnngs- und Beohnungsregeln für solche Bmchsymhole. 

1. Ist 6 > a und ein Vielfaches von a, etwa: 

(1) h^a-q, 

so besteht nach § 5, Gl (13) hierfüi auch die Schreibweise* 

Es kann hiemach die ZeichenTerbmdung — als ein neues Zeichen für eine 

in der Eeihe der natürhchen Zahlen "bereits vorhcmdene Zahl q angesehen 

werden. Wir bezeichnen eine solche Zeichenverbindung — als JBruch- 

syrnboly kürzer als Bruch, die oberhalb des horizontalen ^^Bruchstriches" 
stehende Zahl h als den ZaMer, die unterhalb stehende als den Nenner. 
Es existieren dann o£Fenbar für jede einzelne Zahl q unhegr^jst viele solche 
Bruchsymbole. Denn bezeichnet man aushilfsweise mit (aq) dasjenige in 
der Zahlenreihe vorhandene Zahlzeichen, welches dem Produkte der beiden 
Zahlen a und q entspricht, sodaß also: 

(3) a • g « (aq), 

so folgt- 

Denkt man sich hier q beliebig, aber fest gewählt und setzt für a der 
Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3, • , so ergibt sich fUr die Zahl q die un- 
begrenzte Beihe von Bruohsymbolen: 

g (2g) (8g) 

1 ' 2 ' 8 ' " 

Für den weiteren O^ang unserer Betrachtungen erscheint es nun 
wichtig, zunächst die folgenden Fragen zu beantr^orten: 

h h' 

1) Wie entscheidet man, ob zwei Symbole — , —7 der betrachteten 
Art als gleich anzusehen sind, d. h. diesdhe nat^lrliche Zahl vorsteUen, 



Nr 3 § 7 Brnchsymbole als neue Zeichen für natürliche Zahlen 39 

bzw. welches der beiden Symbole — , -? als Hemer oder gioßer zu gelten 

hat, d. h die Heinere oder großeie Zahl vorstellt? 

2) Wie lassen sich Summe und ProduJct zweier in der Foim — , - 
' a a 

vorgelegten natürlichen Zahlen wieder durch Symbole dieser Alt dar- 
stellen? 

2 Satz I. Es ist- 

((a) -«=—,, we}m' a'h'^aV, undumgeMirt, 
(b) "-^-r, ^e nachdem: a'h^ah', und umgeTzehi. 
Beweis Auf Q-mnd der Definition des Symbols — (s öl (1) und (2)) 



hat man* 














a 


b 
a 


-&. 


Ebenso. 














a' 


a' 


-&' 


Besteht die 


Voraussetzung" 












a' 


6- 


ah', 


so läßt sich dieselbe nunmehr 


in 


die Form setzen: 



a' (a-|)-a-(«'4)^ 



also mit Anwendung des Assoziations- und Kommutationsgesetzes dei 
Multiplikation: 

woraus schließlich sich ergibt (s. § 4, Gl. (Vlla)): 

& &' 

Umgekehrt folgt aus der letzten Gleichung durch Multiplikatioii 
mit aa' ' 

(aa') i-(«<.')4 
und sodann: 

d. h schließlich: 

a'h^ah'. 

Analog ergehen sich die auf die Voraussetzungen a'h^aV bzw. 
~ ^ -7 bezüglichen Behauptungen, wenn man in den vorstehenden Re- 
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lationen das Qleichlieitszeiclien durchweg durch das Zeichen < oder ; 

> ersetzt | 

Zusatz. Aus (la) folgt, wenn h eine behebige Zahl bedeutet: 

6 ^ (filc) 

a {akj 
Insbesondere ist daher* 

o "^ (ao') ' ö^ "^ {aay 
m Worten: Zwei Brachsymbole mit verschiedenen Nennern lassen sich 
stets ,^leiclinomig" machen, d h m solche mit gleichem Nenner umformen. 

3 Satz n Für die Swmne ew&ier durch die JBruchsymhole ^ , -^. dar- 
gestellten Zählen gilt die Formel: 

6 V {ab -{-ab') 
(^*) -^^^ -^' 

Hab&n die leiden Bmehe gleicJien Nenner a, so laßt sich ihre 
Summe %n die einfachere Form sägen » 

Beweis. Aus den Beziehungen (s GL (1) und (2))' 

h -L t V ■,, ' 

a ' a 

folgt durch Multiplikation mit ä bzw. a und Addition: \ 

"»'(1 + 7)-»'* + «*' \ 

und somit, wie behauptet: 

& 6' ^ (a'b + ah') 
a "^ a' '^ aa' 

Durch Anwendung dieser Formel auf den besonderen FaU a'"^ a würde l 

zunächst folgen. t 

h 5' ^ (ob + ah') ^ a(6 + fr') | 

a ~^ a a'O '^ a a ' | 

also, mit Berücksichtigung des Zusatzes zu Nr. 2, schließlich: i 



h i' ^ (b + h') ,. 
a ' a a ^ 



h h' 

1) umgekehrt yrilidfi die Formel (IIa) ans (IIb) folgen, wenn man — , -r auf 

gleichen Nenner bringt, also durch \ — ir , ) — ^ ersetzt und aodann die Formel (IIb) 

\fla) {aa} ^ 

an-frendet, deren Richtigkeit andererseits unmittelbar ans 

a — ■» 6 ß — Bo 6' 
a a 

durch Addition herroreehen -würde 
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4 Satz ni Für das ProduU mceier durch die BrucJisymloh 
--, —r dargestellten Zahlen gilt die Formel ' 



(in) 


Beweis Aus 

a 


a 

b _ 
a 


h' 
a 


{aa') 

a' K^h 
a 


folgt 


durch 


Multiplikatiou. 

(aa') 


(1 


^) = W 


und 1 


äomit, 


wie behauptet: 


(1 


4) 


{aa') 



§ 8 Eigentliche und nneigentlicho Brüche. — Tergleichnngs- und 

Bechnungsregeln. — YoUständlge Erledigung des Biylsionsprohlems 

für natürliche Zahlen. 

1 Wir gehen jetzt darauf aus, unseien Zahlvorrat m der Weise zu 
vermehren, daß die bisher unter besonderen Yoraussetzungen ausführ- 
baren umgekehrten Rechnungsoperationen mit natürhchen Zahlen in jedem 
Falle ausführbar werden Um dieses Ziel zunächst fUr die Division zu 

erreichen; führen wir jetzt alle möglichen Symbole von der Form — em,, 

unter a und h natürliche Zahlen rerstanden, ohne Rücksicht darauf, ob Z> 
em Vielfaches von a oder auch nur, ob & > a.*) Jedes solche Symbol 
soll dann als em Bruch mit dem JZidder & und dem Nenner a bezeichnet 
werden und zwar als em uneigentltcher, wenn h ein Vielfaches von a, in 

jedem anderen Falle als em eigentlidier Die eigenÜichen Brüche ~ unter- 
scheidet man wiederum noch in echte und unechte, je nachdem & < a 
oder b> a. Die eigenütchen Brüche werden auch als gelrochene Zahlen,, 
und im Gegensatz hierzu die natürlichen Zahlen als ganne bezeichnei 

Während nun die uneigentlichen Brüche, also die im vorigen Para- 
graphen bereits betrachteten Bruchsymbole, lediglich als andere Zeichen 
für die natürlichen Zählen auftraten, so smd die eigenthclien Brüche 
vollkommen neue Zeidien, die wir dadurch zu neuen Zahlzeichen machen 



1) Dabei wird, danüb kein Widersprach mit unseren bisherigen Bezeichnungen 
der Divtsion entsteht, durch Feataetzung geeigneter B«ohnnngsregeIn dafür Sorge- 
getragen werden, daß — in jedetn Falle als LOiung des Divisionsproblems 

erscheint (s Nr. 5 dieses Paragraphen) 
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wollen^ daß wir ihre Sukgession innerhalb der Beihe der natürlichen 
Zahlen, d. h schheßhch die Sukzession aller möglichen eigentlichen und 
nneigentlichen Brüche eindeutig festlegen, sodann die Grundoperationen 
der Äddriion und MulUpUkaiion auf sie auszudehnen suchen — und zw'ar 
das alles in der Weise, daß mit den bisherigen Festsetzungen und Rech 
nungsregeln keinerlei Widerspruch entsteht Ist dieses Ziel überhaupt er- 
reichbar, so ist die Möghchkeit eines Erfolges nur gegeben, wenn wir die- 
jemgen Regeln, die im Torigen Paragraphen für die une^/entlichm Brüche 
als direkte Folgerungen der für natürliche Zahlen geltenden sich ergaben 
nunmehr als entsprechende JDefinüiotum für die Beziehungen der ei^ent- 
lichen Brüche unter sich und in Verbindung mit uneigentlichen Brüchen 
einführen. Damit wäre dann freilich zunächst nur soviel erreicht, daß kein 
Widerspruch entsteht, falls die in Frage kommenden Brüche sich auf un- 
etgenüiche reduzieren Des weiteren wird jedoch noch ausdrücklich nach- 
zuweisen sein, daß jene Definitionen in jedem Falle den an die Begriffe 
der Gleicihheit bzw Ungleichheä, der Addition und MuUiplikaUon zu 
stellenden, weiter unten näher bezeichneten Forderungen Genüge leisten. 
Wir defimeren also fflr den Fall, daß mindestens einer der beiden 
Brüche — , — em eigenthcher ist, deren Gleichheit bzw. Ungleichheit, so- 
wie ihre Äddiihon und Multtpltkatton durch die im rorigen Paragraphen 
mit (I)— (lH) bezeichneten Formeln: 

(a) Mtst — ='^, wenn: aH ^^ ah' j wnd umgekehrt,^) 

(^) l^S-^f 0^ nadtdem • a'b ^ ab', und umgekeliH «) 

1} Jnsbeaondeie iet also 

b b 
— — -^^ wetrn. a^a, und umgekehrt, 

b V 
■^ ~ — / ^^^^^ b -» b', und umgekehrt 

2) HierauB folgt inabeflondero 

wenn 6 < o. Also JIU echten Brüche sind kletnw als l. 
Femer , , 

Andereneits hat man- 

a ^ a ' 
I^nl^Mu' "^^ ^'^'^ *"** ^^"^"^ ^'****^ "*^"*^ ^" «'«*««'^ ^«W«- 



CO 
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^ ^ a ^ a (aal ' 



(II) 



(b) und speeiell — | == -~ — - 



{aa") 

H 
a 

b h' (ft&O 



(in) Es ist. _ ^ _ 

^ •' a a (aa) 

Man bemerke, daß diese Gleiohungen auch die entsprechenden Be- 
ziehungen zwischen eigentlichen Jßrudien und naturhchen Zahlen regeln, 
da man ja eine natürliche Zahl h' auch durch den uneigentlichen Bruch 

Y (oder auch, nach Bedarf, durch — j ersetzen kann. 

2 Bemerkungen eu F&rmel (I) Um zunächst die Widerspruchslosig- 
keit der Gleichheitsdefimtion (la) festzustellen, hat man zu zeigen, daß 
auf Grund derselben aus den beiden Beziehungen: 

h_^h' ^ ^ &" 
a "ö^ * a' "ÖT 

stets die folgende hervorgeht: 

A o- ^" 
a a''^ 

Man hat nun, wenn die beiden obigen Gleichungen bestehen, nach (la): 

und dabei, wenn man die erste dieser Gleichungen mit a", die zweite 
mit a multipliziert' 

(j^d'h - ad'V, aa"h' - aa'l", 
also' 

a"l - aV 
d h nach (la) in der Tat: 

A „ ^" . 

a ÜT ' 

Das entsprechende gilt bezüglich der Ungleichheitsdefinitiou (Ib), 
d. h. man findet m ganz analoger Weise; daß aus den Voraussetzungen 

a^ a'f a' ^ ö^ 

und zwar auch dann, wenn eme dieser beiden Ungleichungen durch eine 
Gleichung ersetzt wird, stets folgt: 

a ^ o" 
Aus (la) folgt wieder (wie S. 40; Zusatz), wenn 7e eine beliebige 
ganze Zahl bedeutet: 
rn ^- ^ 

^^^ (aft) a" ■ 



44 Absdimtt I Kap I Die rationalen Zahlen. Nr 2 

Zu jedem eigmtlic^im Bruclie gibt es also (gerade so, wie zu jedem un- 
etgenMidien) unbegrenzt viele ihm gleiche. Sei nun etwa* 

— = — und a-Ca, 
a a ' 

dann muß auch sein 

Denn wäre h ^ 6', so hätte man, wegen a > a, auch: a'& > ah\ also 

nach (Ib): — > — , was der Voraussetzung widerspricht 

Ganz ebenso würde aus der Annahme &<&' folgen, daß auch a-^Ca"^ 
sein muß. 

Unter allen (eigenthchen oder uneigentlichen) gleichen Brüchen 

7i 7»' 7i" 

o"' tt^' ö^' • muß es nun offenbar mindestens einen geben, welcher 
den IdewMen überhaupt vorkommenden N&mer besitzt. Da aber dieser 
nach dem eben gesagten auch den Tdeinsten überhaupt vorkommenden 
Zcüüer besitzt, so kann es allemal nur ettien emaigen solchen Bruch geben. 

Wird dieser etwa mit -^ bezeichnet, so müssen offenbar \ und a^ relativ 
"i 

pnm sem. Denn, hatten Oj, h^ einen von 1 verschiedenen Gememteiler /c,. 
Bodaß also: 

so wäre. 

^„_i,^ ^0 jetzt- ai'<ai, V<&i; 

was der Voraussetzung widerspricht. 

Man bezeichnet einen Bruch, dessen Zähler und Nenner relativ jprim 
sind, als reduziert (oder auch als irredumüfeT) und kann darnach das vor- 
stehende Ergebms auch so aussprechen: Unter allen gleichen Brüchen 

— befindet sich stets mindestens ein red/UBiert&r Bruch — • 

Sei nun — ein hehebzger, -^ ein ihm gleicher redueierter Bruch, so 
hat man* 

— «- ^, also- ai& — afti- 

Da nun a^ relativ prim zu \j andererseits aber o^ ein Teuer von a\ sein 
muß, so folgt aus dem ersten Satze § 6 Nr. 4, daß Oj ein Teiler von a, 
und durch die gleiche Schlußweise, daß \ em Teiler von 6 ist, sodaß 
etwa gesetzt werden kann: 

a — Ä Ol , & — Ä' • 6i . 
Durch Einsetzen dieser Beziehungen in die GHeichung a^h^aJ)^ folgt aber: 

ai(Ä'&,)-(Äa,)6i, 
anders geschrieben: (aihj)]c — {a^h ^^o: Ä' — ä. 
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Somit ergibt sich Ist ^ ein redueierier Bruch, so sind alle uh&r- 

kb 
Jiaupt möglichen ihm gleichen Brüche in der Form j—^ enthalten Danach 

sind also insbesondere zwei gleiche redußiote Briiche aUemal identisch 
Mit anderen Worten, es gibt in jeder Klasse von unbegrenzt vielen glei- 
c/ien Brüchen nui einen tediimerten, welchei dann gewissermaßen als Ee- 
prasmtant dei ganzen Klasse angesehen werden kann und auch als redu- 
zierte Form der ihr angehorigen Biüehe bezeichnet wiid (NB Besteht 
die betreffende Klasse aus uneigenüichen Bidchen, so hat der zugehonge 
reduzierte Bruch offenbar stets den Nenner 1 und kann schließlich auch 
durch die den Zahlei bildende natürliche Zahl ersetzt weiden) 

3 Bemerlungen zur Additionsformel (IIa). Hiei müßte noch gezeigt 
werden, daß durch die fragliche Formel die Summe zweier Biüohe wiik- 
lich eindeutig definiert wiid, daß sie also kerne Änderung erleidet, wenn 

man die Brüche — , -^ durch irgendwelche ihnen gleiche ei setzt 



a ' a 



Bezeichnet man etwa mit — , ~, die reduzieiten Formen von 



a ' a 



so sind alle mit — bzw. -r gleichen Brüche m dei Form -----? bzw, -„-j— 

enthalten (wo 7t bzw V jede beliebige natürliche Zahl) Nach Gl (IIa) 
ergibt sich sodann: 

sodaß also die betreffende Summe von der Wahl dei Zahlen li und li' 
völlig unabhängig ist 

Hieraus folgt insbesondere, daß: 



& &' b b" 




h' b' 


a "^ ■?■ " V "*■ 0" » 


wenn* 


a' " a' 



(2) 

Dieses Ergebnis ist auch umicehrhar. Man hat nämlich: 

a '^ a' "^ aa' ~ "" aa'a" ' 

a "^ a" "" aa" " aa'ä^ 

und daher, wenn die erste der Gleichungen (2) besteht (mit Berücksich- 
tigung von Fußu. 1) S. 42): 

a'a'h + aa"h' - a'a"h -\- aa'V\ 
also: 

und Bchließhch: 

&' _^ 
a' a" * 
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Ganz analog würde sicli offenbar ergeben: 

I T + '^^ 4 + 1^' J® nachdem: |^ ^ ^, und umgekehrt^; 

' a ^ a a 

Daß die durch Formel (Ua), nämlich: 

& , &' (a'b -f- ab') 

7 = ; 

a ' a aa 

definierte Addition kommutativ ist, erkennt man anmittelbar daraus, daE 
die rechte Seite bei gleichzeitiger Yertauschung yon a mit a', b mit &' 
ungeändert bleibt 

Bildet man sodann. 

aa'a" 

so zeigt die Übereinqtimimg der rechten Seiten, daß die fraghche Addition 

auch assojsta^v ist.") — 

Reduziert sich der erste Summand — auf eine ganze Zahl &, so folgt 

aus G-l (IIa), indem man a — 1 setzt. 

, , 6' a'& + 6' 

'' T -17 — — -; 

a a 

Ist nun -^ irgendein unechter Bruch, also c>a\ so laßt sich c allemal in 

die Form setzen (s. § 6, S. 34, Gl. (2)): 

c-a'2» + 6', wo: 1^6'<a', 

und man ündet daher durch Umkehrung der vorhergehenden Gleichung; 

/j\ a t^b -\- b' X , &' 
(^) -7 ä' ^ + ^> 

Jeder unechte Bruch laßt sich darstellen als Summe aus einer 
naimUchen ZoM und einem echten Bruche 

1) Die Beziehungen (S) (mit TTmkebning) und (8) nebst den dnxoh Eommu- 
tation der Addition daraus hervorgehenden entsprechen genau den fClr natflxliohe 
Zahlen bestehenden: § 2, (EU)— (Ylb). 

2) BezQglioh der Ausdehnung der JDefinthonen von Äädition und MviU^ltkatton, 
sowie des kommutaitven und asaoMuttw^ Verhaltens auf eine behebige Anzahl von 
Elementen in dem Yorhegenden, "wie auch in jedem späteren Hhnhohen Zusammen- 
hange sei ein fOr allemal auf die Definitionen yon § 8, Nr fi (S. li), } 4, Nr 6 (S. 29)» 
sowie auf das Beweisverfahien von § S, Nr 6 (S, 22), § 4, Nr 6 (S. 80) verwiesen. 
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Ist femer & > 1, sodaß also gesetzt werden kann, h = 1 -\- (h — l)^ 
so folgt durch umgekehrte Anwendung der Additionsformel' 

a '^ a "* a 
Ist auch noch (6— 1) > 1 , also* & — I = 1 + (7> — 2), so folgt weiter: 

a a a a 



(oj --=- ]- H , 



und bei passender Fortsetzung dieses Verfahrens schließhch: 

a '■ 

TT T 

d. h ^ 

t7ef?er J5ntcÄ — , «wo & > 1, Jcanji da/rgestellt werden als eine 

Summe von h Summanden — 

a 

4 Bemerkungen zur Multiplikationsformel (III). Die Unveränderlioh- 

keit des Produktes zweier Brüche — , -? auf Grund der Definitions- 

formel (HI), sofern man jene Brüche durch irgendzwei ihnen gleiche er- 
setzt, erkennt man, unter Beibehaltung der in der vorigen Nummer 
benutzten Bezeichnungen, ohne weiteres aus der Beziehung: 

(ÄOi) >' a/) ~ Jkk' a, a,') "" {a, a/) ' 
Daraus folgt wiederum insbesondere; daB: 

(o) _ . «7 1 --, -^ wenn: -7 « -;r . 

Umgekehrt zieht auch die 6»'S^6 dieser Gleichungen die aweite nach 
sich Man hat nämlich, faUs die erste Voraussetzung besteht: 



und daher nach (la)* 
somit schließlich: 



{aa') (aa'V 

(aa'0(6&')-(a«')(*O 
a"&' - a'6", 

^' - ^- 
a a' 



Ganz analog würde sich offenbar ergeben: 

^'^^ a 7 ^ T * "H"' ^® nachdem: -^ ^ -^ , und umgekehrt. i) 

1) Vgl. die analogen Beziehungen fSr natürhche Zahlern § 4, (V)— (Vm) 



48 AbBchmtt I Kap L Die rationalen Zahlen. Nr, 6. 

Ferner ergibt sich aus den Beziehungen: 

_& b' ^ (6.6') 

a a' (flö')' 

b_ V b" ^ {bVb") 

a a' ' a" {aa'a") 

infolge der IzommuMvom und assozwMvm Eigenschaften der rechten 
Seiten der 'kommutaifwe und assomahve Charakter der betreffenden Bruoh- 
produkte. 

Um auch noch die distributive Beschaffenheit festzustellen, hat man: 

\a a'/ o" aa' "cT 

_ {fl'bb" -^ayV) 
'^ aa'a'* 

„ (^ O , (.<^b'b") 
^laa'a")'^ {aa'a") 

(.W) , Q>'b") 
(aa") "^ {a'a") 

b_ r b^ br_ 

°" a a" "^ a' ' a" ' 
Hiernach hat man insbesondere, wenn c > 1 • 

■und gewinnt somit bei passender Fortsetzung dieser Sohlußweise die fol- 
gende Yerallgemeinerung der Formel (5): 

(8) L« = l.o-A + -L + . +1, 

a a a ^ a ~ a ' 

12 T 

sodaß, analog wie bei der Multiplikation zweier natürhcher Zahlen, das 
Resultat der Multiplikation eines Bruches ^ mit einer natürUohen Zahl o 
«iner c-maligen Addition jenes Bruches gleichkommt. 

6 Es bleibt noch zu zeigen, daß nach Einführung der eigentlichen 
Brüche die Division natürlicher Zahlen stets amführhar wird, daß also 
die Gleichung: 

i^) ax - & 

nunmehr stets eine und (in einem sogleich noch näher anzugebenden 
ömne) nur eme Lösung besitzt Da nämhoh: 

^ T""t4 = ^ (nach Nr. 1, Gl (IID) 
- 6 (nach Nr. 2, GH. (1)), 
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so ist offenbar rr == — eine Lösung der GL (9). Es ist aber auch — die 
eineige Lösung in dem Sinne, daß för jede anders heeeichnete Losung —, 

h' h 

auf Grund unserer Definitionen unzweideutig die Beziehung - , =- — be- 
steht, sodaß also das Zeichen -r dieselbe Zahl vorstellt, wie —- (vgl Nr. 1 
der Einleitung). Hätte man nämlich: 

a ~ •=' a — (andeis geschrieben: ^ ' ~ " T ' '}' 
30 folgt aus der Umkehrung von Öl (6), daß 

a! a 



§ 9. Die absoluten oder positiyen rationalen Zahlen. — 
Hure Addition, Multiplikation und Bivisiou. 

^^ l Man faßt die natü^rlioben Zahlen, eigentlichen und uneigentlichen 
Brüche unter der Gesamtbezeicu^ung der ahsolieien oder positiven raho- 
nalen Zählen zusammen. Dabei wird, das Beiw<irt „positiv" freilich erst 
dur^h eine weiterhin noch vorzunehmende Erweiterung unseres Zahlen- 
rbrtatg seme Rechtferidg^ng finden Wir wollen dasselbe jedoch schon 
jetzt ausschließlich anwendet ^); teils um die Bezeichnung spa^r nicht 
^ec^Lseln zu müssen, teils aber auch weil diese Antizipation sehr bald 
[loch in anderer Beziehung sich als zweckmäßig erweisen wird. 

Die naiurkchen Zahlen, sowie die ihnen gleich geltenden uneigent- 
'•it^ien Brüche werden in diesem Zusammenhange als gai/ieej die eigenir 
\idien Brüche als gebrochene positive rationale Zahlen bezeiohnei 

Wie die Betrachtungen der vorangehenden Paragraphen gezeigt 
laben, existieren für jede einzelne rationale Zahl unbegrenzt viele Zahl- 
seiohen. Man kann aber em vollständige System der positiven rationalen 
Zählen bilden, m welchem jede Zahl einmal und nur einmal vorkommt, 
ndem man aus j'eder Klasse gleichgeltender Zahlzeichen ein bestimmtes 
ils Repräsentanten auswählt, etwa für die uneigenütchen Brüche die ent- 
iprechenden naiw'li^^en Zählen, für die eigentlichen deren redugierte Formen 
wobei es j'edoch freisteht, im Bedarfsfälle jedes dieser Zahlzeichen durch 
»in anderes, ihm gleiohgeltendes zu ersetzen). In diesem System, dessen 
»mzelne Individuen wir generell wieder mit einfachen — und zwar, zum 
Intel sohiede von den bisher gebrauchten, Meinen griedhtschen Buch- 

1) Da in diesem Paragraphen von anderen rationalen ZalUen als diesen „po- 
itiven" nicht die Bede ist. werden wir lenei Beiwort zuwai1i»n wpfflaRnnTi 
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Stäben a, ß^y, " bezeichnen wollen*), kommt jedem dieser Zeichen ein 
emdeutig bestimmter Platz innerhalb des ganzen Systems zn, und die 
auf Grund unzweideutiger "Vorschriften bestehenden Beziehungen von der 
Form a</S bzw. a>/3 besagen, auch wenn wir sie in die Worte kleiden- 
„a kiemer als ß" bzw. „a größer als /3", wiederum nichts anderes, als 
daß ein bestimmtes Ordnnngsgesetz besteht, nach welchem a dem ß 
vorangeht bzw. nachfolgt. Besteht m dieser Beziehung für das System 
der postiwen ratzonalen Zahlen eine vollständige Analogie mit der ur- 
sprünghch betrachteten (nunmehr lediglich einen Bestandteil dieses Sy- 
stems bildenden) BeiJie der natttrlichen ZaMen, so sind andererseits die 
folgenden zwei fundamentalen Unterschiede hervorzuheben: 

1) Die Beihe der natürlichen Zahlen besitzt ein bestimmtes erstes 
Element, die 1; anders ausgesprochen, es gibt eine „Kleinste" natürliche 
Zahl, nämlich 1 In dem System der positiven rationalen Zahlen existieren 
dagegen zu jeder Zahl noch unbegrenzt viele ihr vorangehende. Zunächst 

hat man ja für jeden echten Bruch a «- — die Beziehung — < 1 Sodann 

ergibt sich aber weiter, wie auch der echte Bruch — gewählt werden 
möge. 

Es gibt &>mit Iteme Tdeinste positive rattonale Zahl, 

2) In der Eeihe der natürhchen Zahlen gehört zu jeder Zahl a eine 
uttmftten>ar darauffolgende (a-f- 1), d. h. es gibt ieine natürliche Zahl h 
derart daß: a<6<(a + 1), Nimmt man dagegen zwei positive rationale 
Zahlen a und «' ganz beliebig an, so gibt es stets unhegrenet viele ra- 
tionale Zahlen ß ^^nvtschen" a und a\ d. h der Bedmgung cc<ß<.ci^ 
genügend. Sei etwa* 

6 , h' 1) 
a =»— , a -• -7-> — , 

d.h: 

ab'>a'l>, etwa- afc' — a'6 + c, wo: c^l, 

oder, wenn man die Brüche auf gleichen Nenner bringt: 

ab j ab' 
aa ' aa 



1) Jedes dieser Zeichen «, ß, y, kann also, je nach Bedarf, eine natflr- 
liche Zahl oder einen (eigentlichen oder nneigenÜiohen) Bruch rorrtellen, dient 
also m ersten Falle als Ersatz fOi einen einfachen lateinischen Baohstaben, im 
zweiten fflx ein Bnchstabenpoar von der Form — • 
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deutet dann n eine beliebige natürliche Zahl, größer als 1, so hat 
ai -weiter: 

=" T, a =» r, "WO jetzt: nao '^^nao + nc und nc 2i n. 

sdann folgt aber* 

na'b + 1 na'b + 2 na'& + (nc — 1) ^ ^, 

naa naa naa 

i, da es freisteht, n beliebig zu vergfrößeni, so ergibt sich damit die 
shtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung 

Es ist also nicht möglich, alle zwischen irgendzwei positiven ratio- 
en Zahlen a und a liegenden, d. h. der Bedingung a<,ß <,ci ge- 
benden rationalen Zahlen ß j,der Größe nach*' (d h. nach der Yor- 
irift (Ib) des vorigen Paragraphen) geordnet anzuschreiben Aus diesem 
onde haben wir von yomherein im Gegensatz zu der Herhe der natür- 
len Zahlen nur von dem System der positiven rationalen Zahlen ge- 
ochen. Später wiid sich freilich zeigen, daß man auch dieses System 
Form einer xmbegrenzten Bethe anschreiben kann, wenn man die For- 
ung fallen läßt, daß deren Glieder in dem obigen Sinne der Große 
ih geordnet sein sollen. 

2 Sind cc und a' irgendzwei positive rationale Zahlen, so sind auf 
ind von Nr 3 und 4 des vorigen Paragraphen die Summe a -\- a und 

Produkt a • d eindeutig definierte, im Gebiete der positiven ratio- 
en Zahlen allemal wirklich vorhandene Zahlen Zugleich haben, ge- 
eso wie bei den natürlichen Zahlen, Addition und Multiplikation 
omutativen und assoziativen, die Multiplikation auch distributiven 
irakter. Auch gelten ganz analoge Beziehungen, wie sie in § 2, (III) 
(VII) für die Addition, in § 4, (IV)— (IX) für die Multiplikation 
ürlicher Zahlen bewiesen wurden, insbesondere (S 46, GL (2), (8); 
17, GL (6), (7)): 

-4ms ) "C I folgt' «(§}«', w^d wngekekrt. 

Da femer in den Formeln für die Addition und Multiplikation von 
ichen schließhoh alles auf Additionen und Multiplikationen natürlicher 
len zurQokgeführii wird, so erschließt man ohne Schwierigkeit, daß 
fraglichen Operationen unter Beibehaltung ihrer Grundeigensohaften 
h auf eine beliebige Anzahl positiver rationaler Zahlen ausgedehnt 
den können. 

Wir wollen nun zunächst auch noch die in Nr 6 des vorigen Para- 
phen für naturlitho Zahlen erledigte Operation der Dwision auf unsere 
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rationalen Zahlen übertragen. Seien also wiederum a und a zwei posi- 
tive rationale Zahlen, so verstehen wir nach Analogie (s § 5, S. 32, GL (7), 
(12), (13)) unter der Ihvision von u durch a die Bestimmung einer ZaU |, 
welche die Gleichung befriedigt: 

(3) «I - «', 

und wir b<)dlenen uns, um die Abhängigkeit der vorläufig noch völlig 
hypothetischen Zahl | zu den gegebenen Zahlen a und et' auszudrücken, 
auch der Schreibweise: 

Dabei kann dann das Symbol — wieder als neues Zeichen für eine bereits 

vorhandene Zahl angesehen werden, sobald die eindeutige Existenz einer 
der GL (3) genügenden Zahl g nachgewiesen ist. 

Wir betrachten nun zunächst den besonderen Fall ce'» 1, also — in- 
dem wir der Deuthohkeit halber für diesen Fall 1^ statt § schreiben — 
die Gleichung: 

(6) < - 1, 

aus welcher nach Analogie von GL (4) resultieren würde : 

(6) s.-i- 

Sei nun etwa' 

& 

a ' 

so hat man auf Grund der Multiplikationsformel (III) des vorigen Para- 
graphen : 

_b^ a_ (ab) ^ 

a ' b "■(06)"' ' 

alBO, wie die Yergleichung mit (6) zeigt: 

(7) «-T-l, dh.n.oh(6): i---2-. 

Es entspricht also dem Symbol — eine im Gebiete der raUonoHm Zählen 

allemal wirklioh vorhandene und zwar, wie aus den Oleichungen (2) her- 
vorgeht, emeige Zahl, welche dann als die zu a reeiproTce Zahl be- 
zeichnet wird. 

Wird jetzt Gl (3) mit dieser Zahl — multipliziert, so ergibt sich 

ohne weiteres: 

' et ' 
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also mit Berücksichtigung von Gl. (4) 

(8) «:»«' i-, 

d.h 

Die Division der rationalen ZaM cc durcli die ratwn(üe 
Zahl cc wird ermelt durch die MuUiplikatton von u rmt der reei- 
prolcen Zahl m a. 

Daraus folgt, daß man mit Bmchsymbolen von der Form ~ 
genau so rechnen kann, wie mit gewöhnlichen Brüchen Ist nämlich: 
a «= — , «' ■= -rr, so findet man mit Hilfe dei Formel (8): - =- -,-,-. vroraus 
sich dann alles weitere leicht ergibt (z B 

"'4. ^ "'ß + '^ß' 

a "^ ß"" aß 

a ß aß „V 

« p aß ' 



§ 10 Die Subtraktion im Gebiete der positiven rationalen 

Zahlen. — Vergleichungs- nnd Becliuungsregeln für positive 

Diiferenzensymbole. 

1. Smd tt^, CC2 zwei positive rationale Zahlen und ttj, > o^, so läßt 
sich zeigen, daß die Gleichung 

(1) I 4- «1 — «2 

im Gebiete der positiven rationalen Zahlen eine und sodann, wie aus den 
Gleichungen (1) des vorigen Paragraphen hervorgeht, nur eine Lösung | 
besitzt 

Setzt man in der Gl (1) etwa: 



=^1 " -r ; «s - ^ (^0 abo: a, &j > aj&i), 



«1' 
so geht sie nach Multiplikation mit a^^aj^ m die folgende über: 

sodaß also: 

ein Ausdruck, welcher wegen 046, > 056^ eine wohldefinierte posiiwe 
rationale, Überdies, wie unmiticelbar zu sehen, der Gl (1) tatsächlich ge- 
nügende Zahl vorstellt. 

Führt man also für die nach £ aufcrelöste Gl. (1), analog wie bei der 
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entsprechenden Aufgabe für natürliche Zahlen (§ 5, S 30, Gl (1), (4), (6)), 
die Bejmchnunff ein: 

(3) 5-as-«i; 

so ergibt sich, daß die durch das Symbol («i — «i) angedeutete Sultrakr- 
üon im Falle a, > «i innerhalb des Gebietes der positiven rationalen 
Zahlen ausfahrbar ist und daß wir ein ^^ft&renzensymloV' von der Form 
(oj-oj) (wo aa>tfi) als neues Zeichen für eine wirklich vorhandene 
positive rationale Zahl ansehen können (s GL (2)), welche im übrigen 
der Beziehung genügt* 

(4) («a-«i) + '»t=-«« ^) 

Ein soli^ Differenzensymbol soll dann ausdrückhch als ein positives be- 
zeichnet werden. 

TJm nun durch passende Verallgemeinerung dieser Differenzensymbole 
die Subtraktion rationaler Zahlen in jedem Falle ausfährbar zu machen, 
schlagen wir genau denselben Weg ein, der uns bei den analogen Be- 
trachtungen über die Division von den uneigenthchen Brüchen zu den 
allgememen positiven rationalen Stahlen führte, und werden uns daher 
(▼gl. § 7, Nr. 1, am Schlüsse) mit der Beantwortung der folgenden 
Fragen beschäftigen. 

1) Wie entscheidet man, ob zwei Symbole der betrachteten Art^ 
(tt^ — oci) imd O^a — /)i)> als gleich anzusehen sind, d.h. dteseübe positive 
rationale Zahl vorstellen, bzw. welches der beiden Symbole als Ideiner 
oder größer zu gelten hat, d. L die Jdeinere oder größere Zahl vorstellt? 

2) Wie lassen sich Summe und Produkt zweier in der Form (a, — ecj), 
(ßi~ßi) vorgelegten positiven rationalen Zahlen durch Symbole dieser 
Art darstellen? 

2. Satz I. JSs ist: 

I (a) «j — ofi — /?! — i^i, wenn: cc^i-ßi^ <h + ßiy undumgekehrtf 
^ ^\ (b) «j — «1 ^ /3, — ßif je nachdem: «, -|- /S^ ^ a, -|- j3,, und umgekehrt. 

Beweis. Ans der Yoraussetzung 

tf, + A " «1 + /3, 
ergibt sich durch Einsetzen der Beziehungen (s. GL (4)): 



1) Ed iat stets 

(«• — «i) + «i > («1 — «i) 
(8 § 8, S 46, OL (8)), also nacli QL (4) des Textes: 

(es, — «i) < «, 
^d h srerade so» wie f{lr natOzliclie Zahlern yorl B 81. Fafin 8^ 
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(5) «2-(«8-ai) + a:i, ß^ - (ß^-ßi) + ß^ 
die folgende: 

(«s-Oi) + «1 + i3i - «1 + (ßi-ßi) + ßu 
also, wie behauptet. 

<^i-<^i='ßt-'ßt' 

Umgekehrt geht aus dieser letzten Beziehung durch Addition von 
«1 + /3i — «1 + ß^ die vorhergehende und sodann durch Benutzung der 
Gleichungen (Ö) die Anfangsgleichung hervor 

Analog ergeben sich die auf die Voraussetzungen «j + Ä ^ «j + /3j 
bezüglichen Behauptungen bzw. deren UmkehruDg, wenn man in den 
vorstehenden Beziehungen, abgesehen von den GUeichungen (5), das Gleich- 
heitszeichen durch das Zeichen < oder > ersetzt 

Zusatz. Aus (la) folgt speziell, wenn y eine ganz beliebige positive 
rationale Zahl bedeutet: 

(6) (as + y)-(ai + y) = a,-ai (wegen: a, + y + ai-a, 4-y + «,)• 
Ist d < «1 (also auch < Oj), so hat man auch: 

(7) («.--«y)-(«i-'<J)-«,-«i, 
wie man erkennt, wenn man in dem Symbol «x, — o^ 

«1 — («1 — 5) + d 

einftlhrt und sodann die in G-l. (6) enthaltene Eigenschaft benützt 

Zu jedem positiven Differenzensymbol («, — o^) lassen sich also un- 
begrenzt viele gleichgeltende herstellen. 

3. Satz n. Um die Summe eweier positiver JDifferenjsensymhoh dwch 
e%n Symbol gleicher Art darsmsteUen, gilt die Formel * 

(U) C«! - «i) + (/3« - ßt) - ((«f + A) - («1 + ßt))- 

Beweis. Addiert man «i -f- /S^ zur linken Seite von ÖL (11), so er- 
gibt sich: 

(«t-oi) + (A- W -f (.<h + ßi) - ((««-«i) + Ol) + (03,-Ä) + A) 

-«s+A. 
Ebenso durch Addition von a^ -f- /J^ zur reoJUen Seite von GL (11): 

((a,+/s,) - i<h+ßi)) + («1 + A) - «, + A. 

Hiernach findet man: 

(«.-«i) + (A-A) + («1 + A) - ((«1 + A)~(«i + A)) + («1+ A) 

und somit schließlich, wie behauptet: 

Cor, - cc^ + (ß. - ß,) - (Ca, + ß,) -(«,-!- ß,)) . 
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4 Satz m. Zu/r Darstellung des Produktes eweier positiver Ihffe- 
rengensynibole dwrch ein Symbol gleicher Art dient die Formet: 

(in) {<^,-<h)(ß,-ßi) - («2Ä + «i/3i) - («»/3i +«iA). 

Beweis. Aus 

folgt durch Multiplikation mit einer beliebigen positiven rationalen Zahl y: 

V (ß»-ßi) + yßi-yßi, 
also: 

y(ß3-ßx)-7ßi-rßi, 

d h für ein solches Produkt gilt das distributive Gesetz.^) Setzt man 
hier: y «=» (s^ — ^)} so folgt zunächst: 

(«a - «0 (^8 - ßi) - («a - «i)ßi - («s - «i)/5i > 
also durch nochmalige Anwendung des distributiven Gesetzes auf die 
beiden Gheder der rechten Seite: 

(«2-«'i)(/5,-i8i) - Mi-^ßi)-Mi-'hßi) 
"Wendet man zur Umformung der rechten Seite die Gl. (6) m der Weise 
an, daß man die dort mit y bezeichnet« Zahl durch {cciß^ + c^ißi) ersetzt, 
so ergibt sich: 

(«8 - «i) (ßi - ßi) = ((«*/3s - «1 A) + («1 A + «1 A)) 

-((«8Ä-«iÄ) + («iA + «i/3i)) 
und somit schließlich, wie behauptet: 

(«s-«i)(i8«-/5i) - («sA + ^^iW - Mi-\-«M' 

§ 11. Yerallgemeinerte Bifferenzensymbole. — Vollständige 
Erledigung des Sulbtraktionsprolblems. 

1. Wir führen nun alle möglichen Symbole von der Form (a — cf) 
em, wo a und a zwei ganz beliebige positive rationale Zahlen bedeuten, 
und werden, zur Vermeidung eines Widerspruches mit unseren bishengen 
Bezeichnungen für die Subtraktion, durch passende Rechnungsregeln be- 
werkstelligen, daß das Symbol (a — «') gerade so, wie im Falle a > «', 
auch für a ^ a' als Lösung des Subtraktionsproblems | -}- <f ' "" '^ (siehe 
Gl (1) des vorigen Paragraphen) erscheint. 

Diese Symbole sind, solange a > «', keine anderen, als die bisher 
betrachteten positiven und, wie bemerkt, als andere Zeichen für bereits 



1) VgL S 81, Pufin <t 
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Yorliandene rationale Zahlen verwendbar Sie sind dagegen, faUs a ^ tt\ 
vollkommen neue Zeichenverbindungen, die wir jetzt dadurch zu neuen 
Zahlen machen wollen, daß wir durch geeignete Regeln sowohl ihre 
Reihenfolge untereinander, wie auch ihre Stellung zu den bereits vorhan- 
denen Zahlen festsetzen, sodann die gi undlegenden Rechnungsoperationen 
der Addition und Multiplikation auf das so erweiterte Zahlengebiet in 
möglichster Übereinstimmung mit den bisherigen Festsetzungen und 
ohne mit diesen in iigend welchen Widerspruch zu geraten, Übertragen. 
Dieses Ziel wird erreicht, wenn wir die im vorigen Paragraphen unter (1) 
bis (III) für den Fall a'> a' aufgestellten Beziehungen, die sich doit als 
direkte Übersetzungen der für positive rationale Zahlen bereits bestehen- 
den Regeln m die neue Bezeichnungsweise ergeben hatten, nunmehr auch 
für die Falle a ^a als Definition der Gleichheit oder Ungleichheit, sowie 
der Ädditwn und Multiplikation gelten lassen Wir setzen also fest: 

Es ist: 
j (a) (a—a) = {ß—ß'), wenn ' « + /3' — «' + /3, und umgekehrtf 
1 (^) («—«') ^ {ß—ß')t ■?« nachdem • a-^-ß'^a+ß, und umgekehrt, 

(II) Es ist. (« - «') + (|3 - ß') - ((« + ß)- («' + ß')) 

(III) Es ist' (« - «') {ß - /3') » ((a/5 + a'ß') - {aß' + a' ß)) 

Die hierin liegende Erweiterung des Geltungsbereiches der im 
vorigen Paragraphen ebenfalls mit (I) bis (III) bezeichneten Formeln lä£t 
offenbar die bisher gewonnenen Regeln voUig unberührt, während sie 
den im Falle a ^ </ bzw. ß^^ neu hinzutretenden Symbolen im Sinne 
der in § 1 gegebenen Defimtion ZaMah&r&kter verleiht 

Bevor wir die obigen Regeln im einzelnen einer genaueren Prüfung 
unterziehen, sei allgemein bemerkt, daß dieselben auch die entsprechenden 
Beziehungen zwischen hehebigen Dtffercngensymholen und positiven ratio- 
nalen Zalüen vollständig bestimmen, da es ja freisteht, jede positive 
rationale Zahl a durch ein Differenzensymbol von der Form ((« + y) ~ y) 
zu ersetzen, wo für y jede beliebige positive rationale Zahl gewählt 
werden kann 

2 Zur Vervollständigung der in (la) aufgestellten Definition der 
Gleichheit hat man zu zeigen, daß dieselbe widerspruchsfrei ist, daß also 
aus den Voraussetzungen 

auch aUemal folgt: 

(«-«') -(y-/). 

Nun besagen die obigen Voraussetzungen nach (la), daß: 

« + /3' « «' 4- /3. /3 + v' - 5' + r . 
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woraus durch Addition folgt: 

« + /3' + i5 + /-a' + /3 4-i3' + y, 
also: 

a -}- / = a' + y 

und somit schließhcli, wiederum mit Benutzung Ton (la), wie behauptet: 

In ganz analoger Weise ei^bt sich aus den VorausBetziingen; 

oder auch: 

allemal die Folgerung: 

(«-«') <(y-y')» 

sodaß also durch die Definition (Tb) die Sukzession aller möglichen, aus 
positiven Zahlen gebildeten Differenzensymbole eindeutig und wider- 
spruchslos bestimmt ist.^) 

Nach (la) hat man iosbesondere: 

(1) (a'-<^)^{ß'~-ß), wenn: («_«') "O^-A 

und umgekehrt; dagegen nach (Ib): 

(a'-a)>03'-/3), wenn: («-«0 < (/3-/30, 



C2) . 

'(«' — «)< (/3' — /3), wenn: (a — </) > (ß — ß^) , und umgekehrt 

Aus (la) folgt noch, daß bei jeder Wahl der positiven rationalen 
Zahl y: 

(3) ((« + y)-(a' + y))-(a-a') 

und daß, mit der vorlaufigen Beschränkung y < « nnd y < «', auch'): 

(4) ((«-y)-(a'-y)) - (a-aO- 

Zu jedem heli^gm Differenzensjmbol gibt es also (gerade wie zu jedem 

1) InsbeBondere hat man ohne jede Einsohränkung. 

wenn « < « , |J > /f . 

2) Da infolge der gemachten Einschx&nkong (a — >y) und («' — y) po9Ü%V6 
Symbole sind, so hat man nach § 10 S. 64, Gl. (4).] 

(« — y) + y — «i «'— («' — y) + y, 

also doroh Addition. 

(« — y) + y + «' — («' — y) + y + «, 

oder auch: 

(« — y) -f- «' — («' — y) + «, 
woraufl dann nach fla) die Bichtiskeit von GL (4^ herTororeht. 
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positivm) nnbegrenzt yiele ihm gleiche, nämlich diejenigen von der Form 
der bnken Seiten von Gl (3) und (4). Es läßt sich aber auch zeigen, 
daß dies alle übeihaupt möglichen sind, daß also jedes mit (a — a') gleiche 
Symbol (j8 — §>) in einer der beiden Formen (3), (4) enthalten sein muß. 
Ist etwa zunächst /3 > ee, so kann gesetzt werden: 

und man hat: 

(a-«')==((« + >')-/3'), 
also nach (la). 

« + /3' = a'+a + y 

und somit schließlich: 

ß'^cc' + Y. 

Ist dagegen /3 < ce, so findet man, wegen « > /?, durch Anwendung 
des soeben gefundenen Ergebnisses: 

cf ■=. ^ -|- j/^ a' =- /3' + y (wo: y < a und y < a), 
und somit: 

ß^a-y, ß^'-a-y. 

Setzt man in (3) und (4) «'=- cc, so folgt noch: 

(5) ((a±y)-(a±y)) - (a~a), 

d L alle Symbole von der Form (a — a) sind bei beliebiger Wahl der 
positiyen rationalen Zahl cc emander gleich (wie sich übrigens auch ganz 
unmittelbar durch Anwendung Ton (la) ergeben haben würde). 
3. um die Definitionsformel der Addition 

(II) («-«') + (ß-ß^) - ((a4-/3)-(a' + ^')) 

zu emer Tollständig einwandfreien zu machen, wäre wiederum noch zu 
zeigen, daß die rechte Seite ungeändert bleibt, wenn man (a — «'), (ß—ß') 
durch irgendwelche gleiohgeltende Symbole («i — O; (/'i"~/'iO ersetzt. 
Da nun aus 

(« — a') — (ofi — ccjj) folgt: a + «i' — a' + «1, 

(ß-ßl-(fii-ßi) V ß-^ßi'ß'i-ßx, 
60 ergibt sich durch Addition: 

cc + ß -^ <h' + ßi ~ <»' + ß' + <h + ßu 
und dies ist nach (la) gerade die notwendige und hinreichende Be- 
dingung fftr das Bestehen der Beziehung: 

((« + /3)-(«+i8'))-((«i + A)-« + /3i')), 
flodaß also schließlich: 
/'ß^ r^ — /y'^ X r/i _ /i'^ _ ^/y __ // '^ j- M — fl '^ 
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Als besonderer Fall ergibt sich bierans* 

(7) (a-«') + (^-|8')»(«-«') + (/5i-/5iO; ^emi: (^-/5') - (ft-AO- 

Dieses Besultat ist wiederum umkebrbar Besteht namliob die erste dieser 
beiden Qleicbmigen, so bat man nach (II): 

((« + i3) - («' + ß)) - ((« -f ßj) - («' + ß^')), 
also nach (la): 

a + /S + «'+ /Si' - a'+ /3'+ « + /3i, i3 + /3/ = ß' i- ß„ 
also scbheßlicb: 

(/3-/3')==(A-M 

In analoger Weise ergibt sich mit Benutzung von (Ib) 

(«-«0 + (/3-/3') § («-«0 + GSi- AO, 



(8) 1 ^ , 
' je nachdem: (ß~-ß')^{ßi — /^i')j und umgekehrt 

Die rechte Seite der Formel (U) laßt sodann ohne weiteres erkennen^ 
daß die betreffende Addition Icommutahv ist. 
Bildet man ferner: 

((«-«') + 03-/3')) -I- (y-yO = ((« + /3) - (a' + /5')) + (y-yO 

-((a + /3 + y)-(a' + /3'-hy')), 

so zeigt die Beschaffenheit der rechten Seite, daß diese Addition auch 
assosiaitv ist 

Schließlich bietet es offenbar keine besondere Schwiengkeit, die 
Addition auf eine hekebige Anzahl von Differenzensymbolen auszudehnen 
und die Beibehaltung des kommutativm und assoziativen Charakters aus 
den entsprechenden Eigenschaften der rechten Seite zu erkennen. 

Um noch die Formel (11) auf die Addition eines Differenzensymbols 
(a — d) und emer positiven rationalen Zahl ß anzuwenden, hat man mit 
Benutzung der am Schlüsse von Nr 1 gemachten Bemerkung: 

(«-«') + jS- («-«') + ((|3 + y)-y) 

= ((a + /3 + J')-(a+y)), 
also schheßlich (s Gl (3)): 

(9) (ff-.«') + /3"((«-H/3)-«'). 

Setzt man hier speziell ß — «', so ergibt sich, wegen (a -j- «') — «'«■» a : 

(10) (a-a') + «'-«i 

anders ausgesprochen: (a — a) ist m jedem Falle, d h. insbesondere auch 
für a'^a, die Lösung des Subtraktionsproblems. 

! + «'-«, 
wie am Anfange dieses Paragraphen bereits angekündigt wurde. 



Nr 4. § 11 Verallgememerte DifFerenzensymbole 61 

4. Die rechte Seite der Produktformel 

(in) (« - «') {ß - ß') = (Haß + a'ß') - iaß' + ^'ß)) 

laßt ohne weiteres ei kennen, daß diese Multiplikation JcomrmUaiiv ist 

Um wiedemm nachzuweisen, daß diese rechte Seite ungeändert bleibt, 
wenn man (a — a), {ß — ß') durch irgendwelche gleichgeltende Symbole 
{cc^ — Ojl'), (ß^ — ßj^ ersetzt, wollen wir zunächst den Fall beti achten, daß 
nur eins dei beiden Symbole, etwa {ß — ß'), durch ein gleichgelten- 
des (ßi — ßi) ersetzt wird, und zugleich zeigen, daß das entsprechende 
Ergebnis umTceJirbar ist, also: 
Es ist: 

(11) (a-a')(ß^ß')^(a-a')(ß,-ß,'), wem- (/3 - /3') - (^^ - M • 

Umgekehrt folgt aus der ersten Beziehung die zweite, cmßer wenn 
a^ a In diesem letzteren Falle tst ' 

(12) («-„)(^^^')„(«_«)(^^_^;), 

ohne daß zwischen (ß — ß'), (ßx — ßi) trgendwdche Beziehung zu "bestehen 
braucht 

Beweis Ist « > «', so ist (a — a') eme positive rationale Zahl Be- 
steht nun die Voraussetzung {ß — ß') •=- (ß^ — ßj^), so hat man nach (Ja). 

ß + ßi-ß'+ßu 
also durch Multiplikation mit (cc — a') (s. § 9, Gleichungen (2), S. 51) : 

(13) (a - cc')ß + (a - a')ß,' » (a - a')/3' + (« - (^')ß, , 

also mit Anwendung der nach § 10, Nr 4 für das positive Differenzen- 
symbol (« — «') bestehenden Ihstributtvität: 

{aß - a'ß) + {aß,' - a'ß,') - {aß' - a'ß') + {aß, - a'ß,). 
Hieraus mit Hilfe der Additionsformel (11): 

{(aß + aß,') - (a'ß + a'ß,')) - {{aß' + aß,) - {a'ß^ + a'ß,)) 
und daher nach (la): 

{aß + aß,') + {a'ß' + a'ß,) » (a/3' + c^ßO + («'/3 + «'/J/), 
anders geordnet* 

{aß + «'/3') + {aß,' + a'i30 - {aßf + o'/S) + («/^i + u'ß,'), 
also wiederum nach (la)- 

(14) {iaß -i- «'/3') - («13' + a'ß)) - {{aß, + a'/3/) - («A' + a'ß,)), 
und somit nach (III) schließlich, wie behauptet: 

(a-.«')(^_l3') -(«-«') (A-^i')- 
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Da man aber von dieser Gleichnng ans rückwärts scUießend mit Be- 
nutzung der Gleichungen (2) des § 9 aucli wieder zur Ausgangsgleichung 
(^__^) == (ß^—ßi) gelangt, so erkennt man auf diesem Wege zugleich 
die Richtigkeit der ausgesprochenen TJmkehrung 

Ist zweitens a < «', so wird («' — «) eme positive rationale Zahl 
und man findet zunächst auf Grund des soeben bewiesenen Ergeb- 
nisses, daß: 
(15) (a' - a) (^ - ßO = («' - «) ißt - ßi)> wenn (/3 - /3') = {ß^ - ß^), 

und umgekehrt. 

Die erste dieser Beziehungen besagt nach (III), daß: 

((a'/3 + aß') - {aß + aß')) = ((aß, + «/3/) - {aß^ + a' ß^)) • 

Gleichzeitig mit dieser Beziehung besteht aber nach (1) stets auch die- 
jenige, welche durch Vertausohung der Klammerausdrücke innerhalb der 
Diflferenzensymbole daraus hervorgeht, d h 

((a/3 4- a'/3') - (a'/5 4- aß')) = {{aß^ -}- a' ß^) - {a'ß^ + aß^)) , 

also auch, mit Benutzung von (III), die folgende: 

{a-a'){ß-ß')^{a-a'){ß,-ß{). 

Somit ist diese erfüllt, sobald die Beziehung (/3 — /SO — {ß^, — ß{) voraus- 
gesetzt wird, und zieht auch umgekehrt diese letztere nach sich. 
Zur Erledigung des noch ausstehenden Falles w^ a' hat man: 

(a - a) 05 - /30 - {{aß + aß') - {aß + aß')), 

(« - «) ißi - /3iO =- ((«Ä + « A*) - (« A + «Ä')) . 

Die beiden rechtsstehenden Differenzensymbole sind von der Form 
(y — y)^ also einander gleich, ohne daß irgendwelche Voraussetzung über 
ß) ß'} ßu ßi erforderlich ist Danach wird alöo ausnahmslos 

{a-a)(ß--ß')~ia-a)(ß,-ß,^, - 

Da, wie soeben bewiesen: 

(«-«')(/3-/30 = (o:-«003i-^,'), ^e°^= iß-ßl-ißi-ßil^ 

so folgt mit Rücksicht auf die Kommutativität des Produktes, daß auch 

(a-<^')(^i-/3i')-(«i-O(/3i-/30> ^enn: («-«0 - («i-O- 
Durch Kombination dieser beiden Beziehungen ergibt sich also, wie be- 
wiesen werden sollte: 

(16) («-«0(^-/3')- («i-<)(Ä-/3/), wenn: |^,"I^^I^^I^!^ __ 
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Neben den. Gleichungen (11) bestehen wiederum noch entsprechende 
Z/Mgleichnngen, nämlich: 
Ibt a. > «', so hat man 

(17) («-«')(^-/3')$(«-«')(/3i-i5i'), 36 nachdem- (ß-.ß')^{ß^- ß^^^ 
und umgekehrt 

Ist cc < «', so hat man dagegen 

(18) i^a-a'){ß-ß')^(^a-a'){ß,-ß,'), je nachdem. (ß-ß')^liß,- ß,')r 
und umgelcehrt. 

Beweis Im Falle a > a' ergeben sich ans der Voraussetzung 

iß-ßl^iß.-ßi) d h ß + ßi"$ß' + ß, 

genau so, wie sich oben die Gleichungen (13), (14) aus der entsprechen- 
den GZezcÄwwf/svoraussetzung ergaben, die entsprechenden Ungleichungenj. 
also schließlich wie behauptet: 

^cc-a)iß-ß')^{a-a'){ß,-ß,'), je nachdem: iß-ß')$(ß,-ß,'). 

Ebenso erhält man durch Rückwärtsschließen mit Benutzung der 27m- 
glewhungen (2) des § 9 auch die Umkehrbarkeit dieses Ergebmsses. 

Im FaUe a -Ca folgt hieraus zunächst, wenn mau noch die Beüien- 
folge dei Zeichen ^ yertausoht: 

('^-«)03-|8')^(«:-«)(/3i-M; je nachdem: {ß-ß')^{ß,-ß,'), 
und umgekehrt. 

Durch Anwendung der Pioduktformel (III) geht das erste Unglei- 
chungspaar m das folgende über: 

((«'/3 i-ccß')- (aß + tt'ß')) ^ (ict'ß, + aß,') -{aß^i- aß,')) , 

welches nach Formel (S) das folgende nach sich zieht (bei welchem die 
Beihenfolge der Klammerausdrüoke in den Differenzensjmbolen, zugleich 
aber auch diejenige der Zeichen ^ vertauscht erscheint): 

({aß -I- a'ß') - {a'ß + aß')) % {{aß, + a'ß^) - {a'ß, + aß^)) 

und man findet somit schließlich, wie behauptet: 

{a-a'){ß-ßr)^{a-a%ß,-ß^), je nachdem; {ß^ß^^{ß,^ß,')^ 

und umgekehrt 
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5. Um den asso0iahven Charakter der Multiplikationsforinel (UI) zu 
erkennen, bat man: 

({a-a)iß-ß')) (y-/)-((«/3 + a'/3')-(«/3' + a'/3)) (y-y) 

« {{aßy + aß'y + a/S'/ + aßy') 

- (ttßy'+ ccW+ f^ß'y + cc'ßy)) , 
und andererseits* 

(«-«') . i(ß-ß'){y-y)) - («-«') . {(ßy + ßy)-ißy+ß'y)) 

= {{ußy + aß'y-\- aßy+uß'y) 

— (a/5y'+ a/3'j/ ■\-ttßy-\- aß'y)) , 

wobei das zweite Resultat sieb lediglich durch die Anordnung der Sum- 
manden innerhalb der Klammem yon dem ersten unterscheidet, also da- 
mit zusammenfällt 

In analoger Weise bat man zur Feststellung des distributivm Cha- 
rakters * 

(«-OK^-z^O + Cy-/)} - («-«!') ((^+r)-(/3'+/)) 

^{{uß + ay + a'ß'+a'y') 

-{aß'-\-ay'^tt'ß^a'y)), 
und andererseits: 

(«_a')(/5-/3') + ((x-a')(j'-/) " ((«jS-f «'/3')-(a/3'-}-a'^)) 

4- ((ay+ «'/)—(«/+ ay)) 
-((a/3-|-a'i3'-f-ay-l-«y) 

-(«/5'-(-«/3 + a/-|-aV)); 
sodaß auch hier die beiden Resultate schließlich zusammenfallen. 

Weiter ergibt sich dann ohne besondere Schwieiigkeit, daß sich die 
Multiphkation auf Grund der definierenden Formel (EDL) auch auf hehebig 
mele Differenzensymbole unter Beibehaltung des Tcommutaiiven und asso- 
jHoHven Charakters ausdehnen läßt. 

6 In Nr. 3 (s. Gl (10)) wurde gezeigt, daß durch Aufiiahme der (aus 
zwei positiTen rationalen Zahlen zusammengesetzten) DifferenmensymboU 
in das System der zulässigen Zahlzeichen die SuhtraMon zweier positiver 
rationaler Zahlen cc, a' stets ausführbar wird. Wir wollen zeigen, daß 
•dies auch dann noch der Fall ist, wenn an die Stelle von a und a' zwei 
ganz behebige Differenzensymbole treten, mit anderen Worten, daß eine 
<5Ueichung von der Form. 

09) (l-n + (/3-i3')-(«-«') 

stets eine Lösung (| — I') besitzi Wendet man nämlich auf die linke 
Seite die Additinnnfnrmßl l'TT'^ »ti an fnlort rnniinliHt' 
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also nach (^la) 
anders geordnet: 

und somit wiederum nach (la) 

(20) (^_|')„((« + ^')_(«'4.^)), 

und man erkennt mit Benützung von (II), S 57 und Q-1 (3), S 58, daß 
das rechts stehende Differenzensymbol in der Tat dei Forderung (19) 
genügt. 

Bezeichnet man also die Losung der Gleichung (19) nach Analogie 
unserer bisherigen Festsetzungen in folgender Weise 

(21) (§_|') = («_«')-(^-/3'),^) 

so ergibt sich für die Ausführung dei hiermit angedeuteten Suhttaldnon 

die Vorschi ift. 

(IV) (a-cc')-(ß-ß')=r. (ta + ß') - («' + ß)) 

Vergleicht man diese Formel mit der folgenden, unmittelbai aus der 
Definitionsfoi mel (11) für die Addition hervoi gehenden* 

(« - «0 + 03' - /3) = ((« + ^') - («' + /3)) , 

so ergibt sich, daß auch die Beziehung besteht: 

(IVa) («-«') - iß-ß') - (a-u') + iß'-ß), 

■wonach also die Subtraktion zweier Differenzensymbole auf die Addition 
zweier solcher zurückgeführt werden kann und umgekehrt 

§ 12 Einführung der Null und der negativen rntlonaleu Zahlen. — 

Absoluter Betrag. — Die vier Spezies im Gebiete 

der rationalen Zahlen. 

1 Veimoge der Beieioherung, welche unser Zahlvoriat durch die 
Einführung der allgemeinen Differenzensymbole (ci — a) erfahren hat, ist 
zwar die Subtraktion innerhalb dieses Zahlgebietes stets eindeutig aus- 
führbar geworden. Immerhin leidet das so geschaffene Zeichensystem 
noch an einer merklichen UnvoUkommenheit. Während nämlich im Falle 
a > tt zum Ersatz allei gleichgeltenden Symbole [a — a) ein emfacheres 

1) Man bemerke, daß als rechte Seite dieser G-leichung %m allgemeMien noch 
keins der bisher zugelassenen Differeuzeusymbole erscheint Dies wäre nur dann 
der Fall, wenn « > «', (3 > ß\ sodaß (a — «'), (j5 — ß') positive rationale Zahlen 
vorstellen, d h. wenn es sich um den bereits am Schlüsse von Nr 8 erledigten 
Spezialfall der Subtiaktion handelt 
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Zeichen in Gestalt einer beHtimmteii ^wj.s'iY^rdW raihnalm Ziilil vorhiintlen 
ist, so findet, etwas uhnliches bis jetzt nicht statt, fiillR « <" h. Km rnnß 
offenbar auch hier wünschenswert eischomen, joder KIhbb«^ von mib«j(ron7,t 
vielen gleichgültenden Symbolen entweder (»in hesomkrtt vinfadi gwifttenoH 
als Beprasrntantm zu entnehmen, etwa analog der rciineirttni Form oiner 
Klasse gleicher Brüche, oder aber ihr ein neuen einfachnrs Zrlthm zu- 
zuordnen, welches dann die Rolle eines solchen llopraHontaiitcu innerhalb 
des geordneten Zahleusysteius zu Übernehmen hatte. Die von uiih anzu- 
wendende Methode ]>eruht auf einer Kombination dieser beiden Möglich- 
keiten. Indem wir zunächst den eistgenannten Weg cmaclilagon, werden 
wir schließhch zu einei besonders omfachcn und naturgemäßen Auswahl 
der füi* die nicht positiven DiJBferenzenaymbole einzutührondisn Krsatz- 
zeichen gelangen, welche insbesondere die zwischen zwei Symbolen von 
der Form («—«') und(a' — a) herrschende Äi/w^»c^nc zu chai-akterißtischom 
Ausdrucke bringen und überdies gestatten wird, auch noch die bisher 
nur für jposztzve Zahlen erledigte Division (mit einer einzigen Ausnahme) 
den innerhalb des nunmehrigen Zahlen gebictos stets eindeutig ausführ- 
baren Eechnnngsoperationen hinzuzufügen. 

Anknüpfend an die Binführungsart der redumnim Bniche (s. § H, Nr. SJ, 
S. 44), deien definierende Eigenschaft dann bestand, unter alleu gleichen 
Brüchen den Meinsten Zähler und Nenner zu besitzen, könnte man zu- 
nächst darauf ausgehen, unter allen gleichen Symbolen (a—«') (wo a'J^a) 
dasjenige ausfindig zu machen, bei welchem sowohl oc, als ci eine mög' 
Uchst kleine Zahl ist Denkt man sich a und a zunächst beliebig (nur 
«'^a) angenommen, so hat man nach § 11, Gl. (4), S. 68, falls « < a: 

(«-«') -(fa-«)-(a'-fi)), 

und es ist somit ersichtlich, daß mau zu jedem Symbole (ee-— «') immer 
solche angeben kann, bei denen a und cc durch kleinere Zahlen ersetzt sind. 
Insbesondere wird der erste Bestandteil (« — «) tinhegreniit verkleinert 
werden können, indem man 6 immer näher an a heranrücken läßt. Da es 
aber "keine Meinste positive rationale Zahl gibt (s. B. 60), so erscheint die 
Existenz eines voUkommeneu Analogons zu den reduzierten Brüchen xa- 
nächst ausgeschlossen. Dagegen würde man offenbar Aussicht haben, 
dieser Analogie mdgliohst nahe zu kommen, wenn man geradezu £ ■» « 
setzt: allein das auf diese Weise sich ergebende Symbol 

((«-«)-(«'-.«)) 

gehört in Wahrheit nicht mehr vollständig dem bisher ausschließlich be- 
trachteten Typus an, da dasselbe als ersten Bestandteil nicht eine positive 
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genoininene) Symbol (tx — a) enthalt. Ehe wir dieses Ergebnis weiter 
verfolgen, wird es offenbar zweckmäßig sein, die Natur der in dem vor- 
liegenden Zusammenhange gewissermaßen als Ersate für dte fehlende 
kleinste posUive rationdle Zähl zum Vorsohem kommenden Zahl (a — a) 
genauer zu untersuchen, ein neues einfaches Zeichen dafür einzuführen 
und durch passende Spezialisierung der definierenden Beziehungen (I) 
bis (IV) des vorigen Paragraphen die entsprechenden Rechnungsregeln 
festzustellen 

2. Wie bereits am Schlüsse von Nr. 2 des vorigen Paragraphen be- 
merkt wurde, sind alle Symbole von der Form (u — a), unabhängig von 
der Wahl der positiven rationalen Zahl a, einander gleich, stellen also 
dieselbe Zahl vor. Für diese Zahl führen wir jetzt das neue Zeichen 
(jfNuU'^ ein, wir definieren dasselbe also durch die Formel 

(la) 0-.(«-a)-(/3-i3)-(y-y)- , 

unter oc, ß, y, • - • jede beliebige positive rationale Zahl verstanden. Die 
sonstigen Beziehungen dieser Zahl zu den verschiedenen Elementen 
unseres gesamten Zahlvorrats (emschließlich der selbst) sind alsdann 
durch die im vorigen Paragraphen eingeführten Definitionen (Ib) — (III), 
sowie der daraus hergeleiteten, die Subtraktion betreffenden Formel (IV) 
vollständig festgelegt und ergeben sich aus diesen, mdem man j3' — ß, 
eventuell nach Bedarf auch, a'-^ a setzt. Man findet (mit Hinzunahme. 
der für die Addition und Multiplikation bestehenden Kommutativität) auf 
diese Weise zunächst: 

Aus (Ib) (a—a') %(ß — /3), jenachdem: a-^ß^a'+ß, d h. a^a. 

^-(iii) j [;:;? * ^:« )-((«/^+«'^-(«'/^+«/»)). 

(a-«)-(/3-/3) -((a + /3) _ (a'+|8)) - (« -«') 
(«-«) - 05-/3') - ((a + iT) - (« -f-/5)) - (/3'-|8), 

also nut Einführung des Zeichens (wenn wir in der letzten Gleichung 
der Gleichförmigkeit halber noch (a — a) und («' — a) statt (ß — ß') und 
iß' — ß) schreiben): 
(Ib) (a — a')^0, je nachdem: a^a. 

[2) (a_«')_f.o-0 + («--«')-(«-«')• 

(3) (a-a') . 0-0 . («-«') -0 
(a — «0 — - (a - «0 
0-(«-a')-(a'-a). 



Aus 



(IV) j 



(4) 
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Für den besonderen Fall «'=■« nehmen die Beziehungen (2) — (4) die 
Form an* 

(5) + = 0, O-O, 0-0 = 0. 

Um sodann die Fälle cc < «' und ay- cd schon äußerlich duich die Be- 
zeichnung zu tiennen, wollen wir, wie bereits in § 10, em für allemal 
mit (a^, ttj), (/3,, /Sj) Zahlenpaare von der Beschaffenheit l)ezeichnen, daß 

«2>«17 ßi>ßl' 

sodaß man setzen kann: 

(6) («»-«i) = y; ißi-ßl)-^' 

wo y und d positive rationale Zahlen bedeuten 

Setzt man dann zunächst m der zweiten dei Q-loichungen (4) « ««j, 
«'= «1, so ergibt sich die Beziehung 

(7) («1 — asj) = — («2 — ai)'=0- y 

Wir woUen dann schließlich, gleichwie die Null als Siünmand (siehe 
Q-1 (2)) keinerlei Einfluß übt und daher ohne weiteres weggelassen werden 
kann, m dem voiliegenden Zusammenhange sie gleichfalls unterdrücken: 
wir bedienen uns also für — y der vereinfachten Schreibiveise — y, so- 
daß also nunmehr unter der Voraussetzung «s ~ '^i =" y> ^^^ Symbol (— y) 
oder auch, wo ein Mißverständnis ausgeschlossen erscheint^) — y (ohne 
Elammer) als dei gesuchte Beprasentant aUei gleichgeltenden Symbole 
(oj — ßj) gewonnen wnd Jede solche Zahl (— y) {lies: minus y) wird 
als eme n^ative lationale Zahl bezeichnet und ist, wenn («j — aj =-y, 
vollständig defmiert durch die Beziehung: 

(8) (_y) = („^_«^)«), 

da ja («1 — «sj auf Giund des bishei gesagten beieits eine wohldefinieite 
Zahl voi stellt 

Durch Einfllhrung von (cf« — «J — y bzw (oj — «j) »= ( — y) au 
Stelle von (a — a) in Grl (Ib) — (4) ergeben sich für das Verhalten der 



1) D h wo keine VerwocliBlunjf des lediglich zur Charakterisierung der be- 
tieffendea Zahl dienenden, mit dem Buchstaben y untiennbar veibaudeuen „Vor- 
eetdi^MT' mit dem OperaUansxetchen der Subtraktion stattfinden kann (z B wenn 
man statt des Produktes ai—h) schriebe a — 6) Auch pflegt man eme direkte 
Eolhsion dieses Minuszeichens mit emem Operationszeicheu zu vermeideu und 
schreibt demnach 

u + (— ö), a — (— C\ mcM a ■\ t, d h. 

2) Man hat also 

(a, —«„')= — fofj — «,1 



[1] 


y>0 






[2] 


y + = 


= + y = 


= y 


[3] 


y . = 


.0 y^^O 


[4] 


y_0- 

0-y = 


-y 

'-{y) 
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positiven und negativen rationalen Zahlen zur NuU die folgenden Be- 
ziehungen: 

i-y)<o 

(-y) + 0-0 + (-y)-(-y) 
(-y).O-O (-y)-0 
(_y)_0»(-y) 
0-(-y)-y 

Darnach gelten insbesondeie die folgenden Sätze: 

Jede positive ranonale Zahl ist großer, jede negatwe Meiner 
als NuU 

Das Froduld aus einer positiven oder negativen rationalen 
Zahl und der Nidl ist Null 

3 Zwei Zahlen von der Form (a^ — a J — y und (cc^ — «,) — (— y) 
heißen entgegengesetzt Will man den Gegensatz emer positiven Zahl y zur 
negativen (— y) besondeis prägnant hervorheben, so schreibt man ge- 
legentlich auch (-}- y) oder + y statt y (s. z. B Ungl (10)) Auch bedient 
man sich zuweilen der BezeichnungSKeise (±y) oder ±y, bzw. (Ty) 
oder T y, um anzudeuten, daß in dem betreffenden Zusammenhange so- 
wohl (-|- y), als (— y) gewählt werden darf Dabei hat man gewöhnlich, 
wenn mehrere solche Zahlen in einer Gleichung vorkommen, durchweg 
das 'Obere oder durchweg das untere Vorzeichen zu wählen. Da nach 
Gl (ü) des vorigen Paragraphen: 

(«2 — Ol) + («1 - «ä) =" ((«> + «i) -- («1 + «»)) - 0> 
so folgt: 

(9) y + (_y)-.0. 

Femei hat man wegen «j -f ^j < «j -f- /3j ohne irgendwelche Ein- 
schränkung' 

(«i-«>)<OJa-W, 
anders geschrieben: 

(10) -y< + (y, 

m Worten: Jede negative rationale Z<M ist Meiner als jede positive. 
Ist ferner: 

(«s-«i)<(A--W, also: y<d, 
80 hat man: 

anders geschrieben: 

und daher: 

la.—a^'^Cß —a^ fl b — V ^ — rf 
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Durch Zusammenfassung mit Ungl. [1] ergibt sich Homit, wenn y < d, 
die folgende Sukzession: 

(in -d<-y<0<r<d 

Man bezeichnet die positive Zahl y auch als den (ümluim Bdrag der 
negativen Zahl (— y) und schreibt nach dem Vorgange voa Weioratraß: 

(12) l-y|-y, 

wo also das Zeichen | — y | bedeutet; absoluter Betrag von (— y). 

Emei unter Umständen zweckmäßigen Gleichförmigkeit der Bezeich- 
nung zuliebe ordnet man aucb der ftosiiivm Zahl y die nämliche Zahl y, 
der die als absoluten Bebrag zu, und schreibt demgemäß in Überein- 
stimmung mit der in (12) eingeführten Bezeiohnungs weise: 

(13) l + yl-y, |ü|-ü. 

Jede von veischiedene rationale Zahl ist durch ihren absoluten Betrag 
cäl&in noch nicht bestimmt, dazu ist noch die Angabe „ihres VorjKicheru^' 
erforderlich, d. h. die Angabe, ob sie eine positive oder n^ative Zahl sein 
soll Zahlen gleichen Vorzeichens nennt man gleichheMeichnet. 

Von zwei Zahlen mit gleichem absoluten Betrage sagt man, sie seien 
„absolut genommen" oder auch „numerisch^^ gleich. Die analogen Bezeich- 
nungen gelten fttr den Fall, daß eine der beiden Zahlen einen größeren 
(bzw. Heineren) absoluten Betrag/ besitzt, als die andere. 

Kit Benützung der vorstehenden Tenninologie läßt sich das oben 
gefundene auf die Sukzession der negativen Zahlen bezügliche Resultat 
folgendeimaßen formulieren: 

Von ewei negativen Zahlen istditgenige die Ueinerej toekheäen größeren 
absoluten Betrag besitgi,^) 

Oder auch, wenn man, wie häufig geiohieht, die Bezeichnongen 
„kleiner'* bzw „größer" im Sinne der Suhtession (11) noch auidrüoklioh 
durch das Beiwort „algebraiscJi" charakterisiert: 

Von zwei negativen Zahlen ist die numerisch größere die algebraisch 
Meinere (während bei positiven Zahlen die Begriffe numerisch und atge- 
braisdh größer bzw. kleiner zusammenfallen). 

4. Es bleiben noch die Regeln für das Rechnen mit negativen bsw. 
mit negativen und positiven Zahlen zu erledigen, was offenbar lediglich 
darauf hinausläuft, die im yorigen Paragraphen für das Rechnflu mit 

1) WHrhxend alio die positivm Zahlen gleloheeitig mit ihrtn abiolnten B«- 
trägen beattLndig waohsen, nehmen die negativen bei wachsendes abiolaten B»- 



(16) {'' + (-*)l_y_,|-Ö'-*)' 
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Differenzensymbolen festgestellten Begeln in die neue Bezeiohnungsweise 
zu übertragen. 

AddiUon. Man hat nach (II) ^) • 

(.«i-««) + ißi-ßi) - ((«i + /3i)-(a2 + Ä)) 

- - ((«8 + ft) - («1 + ^i)) (s. S. 68, Fußn. 2) 
^ ^ «= - ((«8 - «i) + (/3, - |3i)) (nach (H)), 

(14) (_y) + (_tf)»_(y+d) 

Femer folgt aus (IV a) (rttckwärts gelesen) : 

also (wenn man noch die Kommutativitat der linken Seite, sowie Gl. (10) 
des vorigen Paragraphen (S 60) benutzt) : 

wenn: y > d 
wenn: y<d. 

Daß die Addition wiederum "kommutatw und assoeiativ ist, bedarf keines 
weitei en Beweises, da ja diese Eigenschaften für die zu Ghninde hegenden 
Differenzensymbole ausdrückhch festgestellt wurden. Das analoge gut 
bezüglich der Übertragbarkeit der Addition auf eme beliebige Anzahl 
von Summanden. 

Multiplikation Man hat, wie sich unmittelbar mit Hilfe der Defi- 
nition (III) ergibt: 

also: 

(16) (-y).(_d)-yd. 

Hieraus speziell: 

(IGa) (-1) (-<J)-tf. 

Ferner folgt aus (IH): 

- -((«iA+«iA)-(«iÄ+«,/3x)) (S.68,Fußn.2) 
--((«,-«i)(^,-A)) 

\y.(-*)l ^"^ 



d.h.: 

(17) 

Hieraus speziell: 

(17a) (-l).d--d. 



1) Diese rOmirchen Zahlen bedehen sloh durchweg auf die betreffenden For- 
meln dei voritren ParasraDhen (8 67. 66\. 
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Bezüglich der Exlialtuiig der für die Multiplikation charakteriBtlschen 
Grundeigeuschaften und der Übertragbarkeit der Multiplikation auf eme 
beliebige AnzaM Yon Faktoren gelten die oben im Anschluß an die Ad- 
dition gemachten Bemerkungen. Hier sei nur noch dei folgende, zu- 
weilen nützliche Satz heryorgehoben, dessen Richtigkeit aus den Be- 
ziehungen (16), (17) leicht erkannt wird: 

Bas Prodvkt\emer tehebigen Anmhl pos^hiei' und negativer 
FaJctoren ist positiv oder negativ, je nachdem die Ansahl der ne- 
gativen Faldoren eine gerade oder ungerade ist. 

SultraMion Aus (IV a) ergeben sich die drei Beziehungen* 
(«« - «i) - ißi - ßi) = («2 -0 + (ß, - ßi) 

(«1 -«2) - ißi-ßl) = («l-«2) 4- (ßx-ßi) 

(«i-«») - (iSi-Ä) = («a-«2) + (ßi-ßi), 
alflo m unsere jetzigen Bezeichnungen übersetzt: 

(18) y-(-d)^yi.S, 

(19) (_ j,) _ d » (_ y) + (_ a) -. - (y + d) (nach Gl (14)), 

— y), wenn: tf > y 
(y -~ ^)) wenn: tf < y *) 

Division Da die Division zweier positiver rationalei Zahlen bereits 
erledigt ist (§ 9, Nr. 2, S. 53), so handelt es sich nur noch um diejenigen 
Fälle, bei denen mindestens eme der beiden gegebenen Zahlen eine nega- 
tive ist, also um die Bestimmung einer Zahl X, welche einer der folgen- 
den drei Gleichungen genügt: 

(a) (-y).Z-d, (b) y^X^-$, (c) (-y) Z--d, 

Bodaß man nach Analogie der bisher benutzten Bezeichnungen zu setzen 
hatte: 

W X-(^, (b) X-t^, (e) X-^ 

Ein Bhck auf die Muitiplikationsformeln (16) nnd (17) zeigt, daß 
den beiden ersten Gleichungen nur eine negative^ der letzten nur eine 
posttfive Zahl genügen könnte, sodaß es zweckmäßig erscheint, zu sub- 
stitnieren: 

m(a)mid(b): X |, in (c): X-|, 

wo I eine wesentlich positwe Zahl bedeutet Hierdurch nehmen die obigen 
drei Gleichungen die folgende Form an' 

(r-f) (-€)-*, y(-l) *, (-y) I--* 

1) Vgl die letzte der Formeln (16). 



(20) (_y)-(_tf)-(-y)+tf-d_y|"^ 



Nr. 6 § 12. Einföhrang dei Null und dei negativen rationalen ZEihlen. 73 

Wendet man auf die linke Seite der ersten Gleichung die Formel (16) 
an und multipliziert die beiden anderen mit (—1), so folgt mit Berück- 
sichtigung von (16 a): 

also m jedem der drei Fälle: 

s s 

somit m den beiden ersten: X =» — -— , im letzten. X — — , 

sodaß sich schließlich ergibt: 

^ ^ (— y) 7 ^ Y 7 ' (—7) 7 

Als Resultat der fraglichen Division erscheint also in jedem Falle eme 
bestimmte rationale Zahl Man erkennt auch leicht mit Hilfe des Satzes 
Gl (11) des vorigen Paragraphen, daß es nur eine solche Losung gibt. 
Beachtet man noch, daß nach [3]: 

y.O-O, (-y) 0-0, 
so gewinnt man als Ergänzung zu den Gleichungen (21) noch die fol- 
genden 

Andererseits folgt aber aus • (± y) — 0, daß keine positive oder nega- 
tive Zahl X existiert, welche der Gleichung genügt: ■ X = ± d (wo S 

von NuU verschieden). Somit ist die Division •^— in dem vorliegenden 

Zahlengebiete unausführbar und das Symbol ^ ^ ist sinnlos 

Man könnte dagegen zunächst versucht sein, aus der Beziehung 
n zu schließen, daß — » sein müßte. Indessen hat man ja 
auch für jedes von NüU verschiedene y: (± y) =■ 0; woraus mit dem 
nämlichen Rechte zu folgern wäre : -5- •» ib ^- Mithin hat auch das 
Symbol y bzw. die Division von durch keinen bestimmten Sinn. 

5. Durch die Vereinigung der postHven und negativen roHonalen 
Zählen und der NuU^) entsteht das System der rationalen Zählen, dessen 
einzelne Individuen wir im folgenden durch große lateinische Buch- 
staben: Ä, B, 0,- ' • bezeichnen woUen. 

Aus den bishengen Betrachtungen geht hei-vor, daß das System der 
rationalen Zahlen ein geordnetes ist, d h. daß nach bestimmten Vor- 

1) Man pflegt die Null auch zu den gangen Zahlen zu rechnen. Doch ninunt 
sie ofiEenbai innerhalb des Systems der gcmeen, geradeso wie in denjenigen der 
rainoncUen Zahlen eine Sondenteilung em 
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sohnften stets unzweideutig festgestellt werden kuun, welcher <Iei' drei 

möjflichen Falle 

* A<B, A-ß, A>B 

in Wahrheit stattfindet ^) 

Femer sind die vier „rationalen" liecfimmgsoperationen der Additiou, 
Subtraktion, Multiplikation, Division oder, wie man kUrzor zu sagen 
pflegt, die vier SpeaieSf mit einzigem Ausschluß der Divution durch NtUl, 
im Gebiete dei rationalen Zahlen stets eindeutig ausführbar. 
Wir knüpfen hieran zunächst noch folgende Bemerkungen. 
Sind^,J9iTgendzweiTonNullvQr8chiedenerationaleZahlon,Bohafcuiau: 
^-m oder -4--|^l, J5-|B| oder J?--™|i^|. 
Hiemach bestehen für die Summe J. + J? die vier Möglichkeiten: 
1-41+ \B\ 
-\Ä\+ \B\ - |JS|-|.4| (b.G1,(16)) 
l^l + (-|J?|)- U\-\B\ (aGl.(15)) 
-|J[| + (-|JB|)--(|^| + |J5|) (s.Ql.(U)). 
Da femer, wie unmittelbar erkannt wird: |--X'| — |^'| und daher 
l|B| — 1.4||-.||^| — |J?||, so bestehen für den absoluten Beiatig der 
Summe (Ä + B), also für \Ä + B\ die irwei Möglichkeiten : 

\Ä\ + \B\, \\Ä\^\B\\. 

Da die erste dieser beiden Zahlen offenbar die größere ist'), so l&ßt »ich 
die vorstehende Betrachtung in den folgenden Satz zuBammenfassen: 

Der alsohtte Betrag der Summe gweier von Null verachiedmcr 

rationaler Zahlen ist höchstens gleich der Summe und mindestens 

gleich der absolut genommenen Differenz ihrer absoluten Beträge, 

Der erste Wert wird erreicht hei gleicJtem, der ßiweiie bei verschie* 

denem Voraeichen der beiden Zahlend) 

1) Inaboiondeve bedeuten die Beziehungen: 

^ < bav J. > 
■oviel all. A irt negativ bzw. Ä iat poiitiv (i. Nr. S, S. 69, Ql. [1]). 

2) Bind «, ß »wei positive rationale Zahlen, so hat man, wenn «>/?: 

D..™. OKp-cKßKu + ß. 

. , , l — 1? — «, wenn: « < Ä, 

»0 folgt, dafi in jedem Falle: 

8) In dem oben ansgesobloRseuen F»Ue> ul — b«w. JB «^ bat man ofFenbari 
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Der auf den Höchstwert des abeoluten Betrages bezügliche Teil 
dieses Satzes läßt sich offenbar (wie übrigens durch vollständige Induk- 
tion leicht bestätigt werden kann) auf eine beliebige Anzahl von Sum- 
manden übertragen, also 

D&r absdhäe Betrag der Summe beliebig vider rationaler 
Zählen tst höchstens gleich der Summe iJvrer absoluten Betrage 
Dieser Ebclisbwert wvrd dann, und nwr dann erreicht, wenn alle 
Zahlen gleichbeeeicfmet sind 

Für die Differenz zweier rationaler Zahlen gilt ein analoger Satz, 
wie dei oben für ihre Summe ausgesprochene Denn die vier für diese 
Differenz bestehenden Möghchkeiten; nämlich: 

1^1- \B\ 
-\Ä\- \B\ =~(|^| + |J5|) (s.Gl(19)) 

\Ä\-{-\B\)^ \A\ + \B\ (8.GL(18)) 

-|^|-(-|J5|)-- |^| + |J?1 '^\B\-\A\ (s GL(20)) 

Bmd von den oben für die Summe festgestellten nur durch die Anord- 
nung verschieden, und man findet. 

Der absolute Betrag der Differenz eweier von Null versdtiie- 
dener rationaler Zahlen ist hbdistens gleich der Summe und min- 
destens ghich der absolut genommenen Differenz ihrer absoluten 
Beträge. Der erste Wert wird erreicht bei verschiedenem^ der zweite 
bei gleichem Vorzeichen der beiden Zahlen. ^) 
Auch der auf den absoluten Betrag einer Summe beliebig vieler ra- 
tionaler Zahlen bezügliche Satz läßt in seinem ersten Teile noch eine 
Erweiterung in dem Sinne zu, daß an die Stelle beliebig vieler durch das 
Pluszeichen Verbundener Gheder solche mit negativem Zeichen treten 
können, ohne das betreffende Ergebnis zu alterieren Dies leuchtet un- 
mittelbar em, wenn man noch festsetzt, daß unter (— Ä) oder — Äj wie 
dies bei positivem A bereits der Fall ist, stets (d. h. also sohließlich: auch 
wenn A negatvo ist) die zu A entgegengesetzte^ Zahl verstanden werden 
soll. Alsdann läßt sich nämlich jede subtraktive Verbindung A — B durch 
die additive A + {^B) ersetzen, und man erkennt auf diese Weise ohne 
weiteres die Richtigkeit der Beziehung: 

<23) IA±^±--±^I ^ IAH- 1^.1 + --- + IAI 

auch wenn das Zeichen ± so verstanden wird, daß in jedem einzelnen 

1) Ist J.a>0 bzw. J?nO, 80 hat man wiedemm. 

\A^B\^\A\ + \B\^\\A\-\B\\, 
8^ D. h. ^ + r— J.*) — 0. 8 Nr. 8. Gl (9) die8ea Faiagiaphen (S. 69) 
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Crliede ganz nach Belieben das obere odei untere Zeichen gewählt wei- 
den darf. 

6 Da sich die rationalen Zahlen Aj B von den absoluten Betragen 
\Ä\, \B\ nur dmch das Vorzeichen unterscheiden können, so findet die 
analoge Beziehung zwischen den Produkten AB und |^|'|^| statt. 
Daraus folgt aber unmittelbar, daß 

(24) \AB\^\A\'\B\. 

Da sich diese Schlußweise unmittelbar auf eine beliebige Auzalil von 
Faktoren übertiagen laßt, so gilt also der Satz: 

Der dbsoliUe Bettag etnes Prodüldes beliebig vieler rationaler 
ZaMen ist gleich dem Produlde ihrer absoluten Beirage 
Daraus folgt, daß der absolute Betrag emes solchen Pioduktes, falls 
keiner der Faktoren NuU ist, eme bestimmte positive Zahl sem muß 
Mithin ergibt sich umgekehrt: 

Ist evtl ProduM gleich Null, so muß mindestens einer der 
Faktoren Null sem. 

Ersetzt man in GL (24) B durch -r- und beachtet, daß A -j- = B, 



so folgt zunächst* 












\B\^\A\ 


B 
A 


und daher* 




(25) 




B 
A 




d h. 











Der absolute Betrag emes Quotienten ist gleicli dem Quotienten 
der betreffenden absoluten Betrage 

Schheßhoh mögen hier noch die folgenden Ungleichungen angemerkt 
werden Ist 

(26) B<B' bzw. B>B', 

fio hat man auch: 

(27a) AB<AB' bzw. AB>AB\ falls A>Q 

Dies folgt unmittelbar ans § 11, Formel (17), S 63 (wenn daselbst gesetzt 
wird {a - «') - ^, 03 - ß') =- J5, {ß^ - ß^) - J5' J5 und B' können 
dabei ganz beliebige, auch verschiedene Vorzeichen besitzen) 
Dagegen ergibt eich aus (26) (nach Formel (18) a a. 0): 

(27b) AB>AB' bzw AB<AB', falls J.<0 

Es gilt also die Regel Mudtipkeiert man irgendeine Ungleichung ewischen 
rationalen ZaMen mit einer negativen rationalen Zähl, so ist das Zeichen < 
durch das Zeichen > zu ersetzen und umgekehrt 
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Insbesondeie folgt aus den Voraussetzungen (26), wenn man J.=»— 1 
setzt, daß* 
(28) -B>-B' bzw. -S<-'JB'. 

Smd B und JS' gleich bezeichnet, sodaß also BB' > 0, also auch 
j^^ > 0, so folgt durch Multiplikation von (26) mit -g-g ,- : 

-jr<-ji- bzw ^, >-^, 
anders geschrieben: 
(29») i>^ bzw. i<-|,-. 

Sind dagegen B und B' ungleich bezeichnet, also -g-^r < 0, so «er- 
gibt sich auf dieselbe Weise (wie übrigens auch unmittelbar aus dem 
Umstände hervorgeht, daß jede negative Zahl kleiner ist als jede positive)' 

(29b) 4-<^ bzw ^>^. 

§ 13 Potenzen rationaler Zahlen mit ganzzahligen Exponenten, 

1 Bedeutet A eine beliebige rationale, n eine natürbche Zahl, so 
wollen wir für das Produkt aus n gleichen Faktoren Ä die abgekürzte 
Bezeichnung einfühlen: J." (m Woiien* Ä hoch n oder A zur «**''), so- 
daß also dieses Zeichen A** defimeri ist durch die Beziehung: 

(1) A^^A-A' 'A. 

n mal 

Die Zahl J." heißt alsdann die »** Poteng von A, während A in diesem 
Zusammenhange als Basis, n als Exponent der betreffenden Potenz be- 
zeichnet wird. Die 1*° Potenz von A ist offenbar als identisch mit A zu 
definieren Die 2*", 8** und 4** Potenz werden auch Quadrat, Kitlus, 
Biquadrat genannt. 

Auf Grund der obigen Definition^) ist die Potenz mit positivem 

1) Bei dieser Definition vmrd von vornherein von dem Begriffe der Aneahl 
Gebrauch gemacht. Die Potenz erscheint dabei als Ergebnis einer n mal wieder- 
holten IfultipUkacion, analog wie man ja auch die Multiplikation einer natür- 
hohen nnd sogar einer beliebigen rationalen Zahl mit einer natüxhohen Zahl n 
als eine n mal wiederholte Addition desselben Sammanden hätte definieren können 
Andererseits läDt sich auch die Potenzierung analog wie die Addition und Multi- 
plikation ölvne Benutzung des Anzablbegxiffs definieren, nämlich durch die An- 
fangsgleichung. 

und die Rekarsionsformel . 
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(und, wie sicli weiter unten zeigen wird, auch mit negativem) game- 
eählzgm Exponenten nielit das Ergebnis einer neuen Reohnungsoperation, 
sie gehört vielmehr durchaus noch dem Kreise der vier Speezes an Sie 
ffihrt erst zu einer neuen Reohnungsoperation, sobald man auf Grund ge- 
eigneter Festsetzungen auch nidit-ganee Zahlen als Exponenten zuläßt. 
Ist m eme zweite natürliche Zahl (die eventuell auch ■=■ n sein darf), 

so hat man* 

A'^-Ä^'^Ä A-- A A Ä " A 

m mal n mal 

^'A-A'A 'A A 



(m + n) mal 

und findet auf diese Weise die ftir das Rechnen mit Potenzen und für 
die weitere Ausbildung des Potenzbegnffes giimdlegende Formel: 

(2) J." ^« — J.'"+« 

Durch Ausdjehnung dieser Foimel auf das Piodukt einer behebigen An- 
zahl (k) YOii Potenzen mit den Exponenten «i, «j, * •; *>;j ergibt sich die 
V(^rallgemeinerung: 

und, wenn man sodann samthche Exponenten einander gleich, etwa » n 
setzt, sodaß die linke Seite in die l^ Potenz von A^ übergeht : 

(4) U")*-^"*. 

Da der Exponent nh von der Reihenfolge der Zahlen n und k unab- 
hängig ist, so findet man weiter: 

(4a) (A^y - ^*" = A»^ - (J.»)*. 

Bedeutet auch JB eine beliebige rationale Zahl, so hat man auf 
Grund der Definition (1) zunächst: 

A^'B^'^A A-- A B^B -B 



n mal n mal 

-^(AB) (AB) "(AB) 

nmal 
und gfomit' 

(5) ui«.J?"-(^5)-. 

Ersetzt man m dieser Formel B durch -=- und beachtet, daß auf Grund 
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der Definition (1) und der Multiplikationsformel für Quotienten ratio- 
naler Zahlen (vgl § 9 am Sclilusse, S 53) die Beziehung besteht: 

60 folgt: 

Die Operation des Potenzierens ist mcht (xssoeiativ, wenn mau mit 
diesem Ausdrucke die Gleichheit von (a")" und a^'""^ bezeichnen wollte. 
Denn nach GL (4) hat man: (a"')** «= a"'" und andererseits^): 

mn < w" 
mit folgenden Ausnahmen n-^l und m — > n »» 2, in welchen FäUen: 

mn — m", 
und m — 1, n > 1, in welchem FaUe* 

mn > w" 

Ebenso wenig ist das Potenzieren eine IcommutaHve Operation. Dies ist 
solange selbstrerstandhoh, als die Auswahl der Ikc^onenten auf natürliche 
Zahlen beschränkt bleibt, während für die Basen von vornherein hdiehtge 
rationale Zahlen zugelassen wurden, kommt jedoch bereits vollständig 
zum Ausdruck, wenn man auch für die Basen nur natürliche Zahlen in 
Betracht zieht Es laßt sich nänolich zeigen, daß mit Ausschluß der zwei 
speziellen Fälle a » 2 und m » 8 oder m »> 4 stets: 

(7) a"">w»» für: »n>a>l ') 

Zum Beweise müssen wir die erst im folgenden Paragiaphen abzu- 
leitende „Binomialfonnel'' (s. S. 88, Gl. (4)) mit heranziehen Dar- 
nach ist: 

, a(a — 1) . . . 2 1 /_1^\« 
*' "•" 1.2 . a ' \a} 

< ^ + T '^" iT2 "*" 1~2~1 "^ ■ "^ 1 2.. a 

<2 + (T + ^ + -+2^)-2 + (l-"-g^) 
<3 



1) Ygl. Nr. 8, S. 82, Fnßn 2. 

2) Der Fall a «i- 1 scheidet Belbstveratandlich von vornherein aus, da für 

jedes m > 1 j 

l*" — 1 <«!. 
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und daher durch Multiplikation mit a" und Anwendung dei For- 
mel (5)- 

(rt + l)'»<3 a«^a*+i für a^3 

Die Formel (7) gilt also zunächst für a ^ 3, w = a + 1 und kann 
unter der eistgenannten Voraussetzung durch vollständige Induktion 
leicht allgemein bewiesen werden Angenommen namhch, man habe füi 
irgendein w ^ 1 • 

so folgt* 

(a -{- (n + 1))- - (a + ^)'' . (l + ^-)'* 

womit die AUgemeingÜltigkeit der Formel (7) f ür a ^ 3 bewiesen ist 
In dem noch übrig bleibenden Falle a = 2 hat man zunächst- 
28 _ 8, 3S-9, also: 28<3», 
24 = 16, 4^ = 16, also: 2* - 4% 

die beiden oben erwähnten Ausnahmefalle Dagegen ist 
2^ = 32, 5^ = 25, also: 2ö>52. 

Ist nun für irgendein m > 4 

m^ < 2»», 
so folgt: 

<2m^<2 2'» = 2'»+S 

d h. die Formel (7) gilt auch im Falle a =» 2, sofern nur m^ 5 

2 Setzt man m der Hauptformel (2) w -f n — «', also w — w' — Wi, 

so folgt zunächst: 

jrii . j:^'-m ^ j,i' (n'>m) 

und hieraus, wenn man wiedei n statt n schreibt, durch Division 

mit A^' 

(8) ^«-«=.^ («>,„) 

Da die reclite Seite dieser Formel auch für m ^n einen Smn behtllt, so 
wollen wir festsetzen, daß sie m diesen Fallen als DefmiHon der Itnleti 
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gelten soll Darnach ergibt sich also für m»n als Defimtion von A^i 
(9) ^°-l/) 

sodann für m > 9« zunächst : 



und daher, wenn mau « — m =» m' (wo m' > 0) setzt 

Man erkennt leicht, daB auf Grund dieser Definition die Potenzen mit 
negoHvcn ganzzahbgen Exponenten denselben Eeohnnngsregeln genügen 
(insbesondere den m den Formeln (2), (4), (6) enthaltenen), wie die- 
jenigen mit positiven ganzzahligen Exponenten 

So folgt zunächst aus Gl (8) mit Benützung der Definitionsglei- 
chung (10) als Analogen zu Formel (2) : 

(2a) A" ^-'" — J."-»" 

und als weiteres Analogen. 

/OM A-n J-»n „ _L JL B3 _JL_ „ >4 -(» + "') 

Ferner ergibt sich: 

(4c) (J.— )-* - (;^)"* - (J.")' - ui"* - J.(-») (-*) . 

(6.) ^-. :b-»-(^)".(^)"-(^^-)"-UB)-.. 

3. Bedeutet «, wie bisher, eine positive rationale Zahl, also (— «) 
eine negative, so hat man offenbar: 

(11) (-«)«'"-«"'», dagegen: (-a)»'"+^ (a«"+i), 

also speziell: (- 1)"™ « + 1, (— l)«"+i - - 1 



1) Dabei ist ausdriloklioh TorauBzasetzen, daß J. von Null venehteden ist 
Während n&mhoh die Defimtionagleiohmig (1) auch noch fOr ^ i-«- ihren Sinn 
behält und demgemäß unbeden^hoh 0** ■» zu setzen ist, bo wiid Gl (8) im Falle 
^ = 0, mit Rücksicht auf die Unmöglichkeit der Division durch Null, stnnZo«. 
Danselbe gut somit von der daraus gezogenen Folgerung (9), und das Symbol 0** 

entbehrt daher geradeso eines bestimmten Srnnes/wie das Symbol — • 

2^ Auch hier selbstverständlich nüt Ausschluß von ^ » 0. 
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Ist /3 > a, w > 0, so hat man offenbar: 
/^.2) ß" > a"; "»^ umgekehrt. 

Ist «> 1, so hat man: !<«<«'<«" usf., aUgemein. 
(13a) a.">ct"*, ^enn n>mf und umgeMot 

Dagegen ist offenbai im Falle a < 1 ; 
(13b) ««<«'", wenn n>m, und umgekehrt.^) 

Es nehmen also die Potenzen eines positiven unechten Bruches mit 
wachsendem Exponenten « beständig zu, die eines echten Bruches be- 
ständig ab. Daß diese Zu- bzw. Abnahme bei unbegrenzt waehsendem n 
selbst eine unbegrenzte ist, erkennt man am leichtesten mit Hilfe der 
auch sonst häufig benutzten Ungleichung: 

(14) (H-d)«>H-n^ (^>0,w^2), 

deren Richtigkeit aus dem im nächsten Paragraphen herzuleitenden sog. 
binomischen Satze folgt, jedoch auch leicht durch TollstUndige Induktion 
direkt bestätigt werden kann Angenommen, Ungl. (14) gelte für irgend- 
ein bestimmtes n, so hat man: 

(1 + d)-+i > (1 +««y)(H-«y) - 1 + (n + l)d + nd* 

>(l+Cn + l)d). 

Da nun: 

(l + <j)»-l+2d + d*>l + 2d, 

so ist damit die Allgemeingültigkeit Ton Ungl (14) bewiesen. 
Damach hat man, falls a > 1 : 

(15) a» - (1 + (ä- 1))« > 1 + w(«- 1) >), 

1) Ana 

ß^ wm u* basw y" — y"* (wo y $ 1) 

folgt alflo stets 

|5 ■• « bzw n «M m. 

2) lat « ^ 2, n ^ 3, 80 hat man au^h. 

«" > tta, 
nur im Falle « « 2, n » 3 • 

a" ■■ na. 

In der Tat findet man füi n — i 8 • 

a» — 2 . 8, dagegen] «»—«»«> 2 • o, wennt « > 2, 
Iit sodann n> 8, so folgt: 

Ä* — «*-*.« ^a""* •«>»!« 
(da nach Gl (Iß)- S"""* > 1 -}- (w— 1) — n). 
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sodaß also tC^ eine beliebig gioß TorzuBcbreibende positive Zahl g sicher 
übersteigt, wenn 1 + w(a— 1) ^ ^, d. h. wenn n ^ — 



a — 1 

Das entsprechende Resultat für den Fall a < 1 ergibt sich unmittel- 
bar, wenn man setzt: a -» -?■ (wo a' > 1) und sodann auf «' das soeben 
gewonnene Ergebnis anwendet. 



§ 14 Der binomische Satz fOr positive ganzzaUige Exponenten. 

1. Es seien A, B zwei beliebige rationale Zahlen, n eine natürliche 
Zahl Dann laßt sich offenbar {A + J5)", d. h. die »*" Potenz des „Bifums" 
J. -4- J?, als ein Produkt von n Faktoren (A + JB), durch Ausführung der 
geforderten Multiplikation mittels des distributiven Yerfahrens m eine 
Summe umformen, deren einzehie Glieder Produkte der Form J.*J?' sind. 
Es handelt sich darum, für das Bildungsgesetz dieser Summe eme Formel 
abzuleiten, welche gestattet, für jedes emzelne n (d h. n -> 2, 3, 4> • ) jene 
Summe sofort anzuschreiben. Die fragliche Formel wird dann als der 
Imofntsche Saie (sc für positive ganzzahlige Exponenten) oder auch als 
die Newtonsche Formel bezeichnet. 

Um die Aufgabe noch etwas zu vereinfachen, hat man: 

(1) ^A+Sr-{Ä(l+^))'-A-.{l+^)', 

sodaß es im wesentlichen nur auf die Herstellung einer Formel für die 
Potenz (l-f--^;-) ankommt. Schreibt man zur Vereinfachung der Be- 

Zeichnung statt -j- vorläufig A, so findet man zunächst: 

(l+Ay^l-^2A-\-A* 

(l+^)»-(l + 2^ + 4«)(l+^) 

- 1 + 3^ + 3 J.« + J.« usf. 

Da bei jeder weiteren Erhöhung des Exponenten um 1 zu dem bereits 
gewonnenen Ausdruck immer wieder der Faktor (l-^-A) hinzutritt, so er- 
kennt man durch vollständige Induktion, daß für (1 + Äy eine Beziehung 
von folgender Form sich ergeben muß: 

(2) (1 + ^)» - 1 + c^ J.1 + fl,^« + . . . + c^^i.i-i -h c,A% 

wo 6^, c„ • • •, c^.ji^, c^ oder, wie man sagt, die Ko^fi/iienten der einzelnen 
Potenzen A\ A\ • • , A'*'^ A" positive ganae Zahlen sein müssen (ms- 
besondere, wie unmittelbar ersichtlich, o,^l) um diese icanzzahligen 
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Koeffizienten zu ermitteln, hat man offenbar nur abzuzählen, wie off bei 
Auöfiihrung des Pioduktes- 

(H-^)(l+^) (1 + ^) 

n mal 

jede der Potenzen A, Ä% • , A" vorkommt. Diese Abzahlung wird meik- 
Loh erleichtert, wenn wir zunächst statt des obigen Produktes an? n 
gleichen Faktoren eixi analog gebildetes aus n verschiedenen Faktoien be- 
trachten, etwa 

P„ = (l + ^,)(1 + ^,)^ -(l+^J, 

und sodaim die Ausführung der Multiplikation m folgender Weise an- 
ordnen 

Wir entnehmen zunächst jedem der n Faktoren den Bestandteil 1, 
woraus für das Gesamtprodukt em Betrag 1" = 1 resultiert; sodann dem 
ersten Faktor den Bestandteil A^, allen übrigen wiederum die 1, ebenso 
dem zweiten Faktor den Bestandteil ^2, aUen übrigen wiedemm die 1, usf 
bis zum n**"^ Faktor, hierdurch wird also zu dem Produkte der Beitrag 

A, + A,-{- • -\-A, 

geliefert Der nächste Beitrag wird in der Weise hergestellt, daß wir aus 
je zwei Faktoien die betreffenden A berücksichtigen, aus allen übrigen 
wiederum die 1. derselbe hat also die Form: 

A,A^-{-A,A^ + -- -f-^uä^-f^^-t-. .^A,A„-^' ■■hA,_,A, 

Der folgende Beitrag besteht dann aus einer Summe von Ghedern aus je 
drei Faktoren A mit dem Anfangsghede A^A^A^ usf. — der letzte aus 
dem emzigen Gliede A^A^ • A^ Auf diese Weise ergibt sich. 

(3) P^=l + ^^ + ^,+ . + ^ 

-f A^ + AA + • - • + ^_i^« 

Man bemerke, daß gleichwie die erste Zeile auch jede folgende lauten- 
versi^iedene Gheder enthält, namlich solche Produkte, deren Faktoren 
nach steigenden Indizes geordnet sind, sodaß z B neben dem Ghede Aj^A^ 
nicht mehr das Glied A^A^ auftritt, ebenso wenig neben A^^A^A^ noch 
irgendein anderes aus denselben drei Faktoren in anderer Anordiiung ge- 
bildetes Glied. Andererseits kommt aber auch in der zweiten Zeile jede 
mögliche Verbmduncr von der Form A A wo t nllA mKa-lipliflTi 7«>i1oti 
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1, 2, ", 71—1, l alle möglichen Zahlen 2, 3, • , w vorstellt tmd Ä<Z, 
wirklich vor, ebenso in der dritten Zeile jede Verbindung von der Form: 

(wo Ä= 1,2, ••,(«— 2); Z = 2, 3, , («— 1), w = 3,4,---,w; Ä<Z<m) usf. 

Man bezeichnet die in dieser Weise charakteiisierten Verbindungen der 
J.J, Ä,f ' • als KombincUtonen der n Elemente Ä^j J^^ • , -4„ und zwar 
diejenigen der zweiten, dritten, • •, n*^^ Zeile als solche gwe^er, 
dritter, , n^" Klasse, schließlich der Gleichförmigkeit der Bezeichnung 
zuliebe die einzelnen Elemente A^^, A^, - , A^ ah Kombinationen erster 
Klasse 

Nun geht offenbar das Produkt P„ in die Potenz (1 + -4)" über, 
wenn A^, A^, •••, A^ sämthch durch A ersetzt werden. Und zwar liefert 
die erste Zeile der rechten Seite von Gl (3) außer dem Gliede 1 lauter 
Gheder A\ die zweite lauter GUeder A^, die diitte J.*, , die w** -4." 
Die m Gl. (2) mit c^, c^, ■ • , c„ bezeichneten ZahlenkoeMzienten sind 
daher identisch mit den AneaMen der Kotnfnnaüonen 1*", 2**', • , n**' 
Klasse von n Elementen A^, A^, " , A^. Wir gehen daher jetzt daiauf 
aus, diese Anzahlen zu bestimmen 

2. Es erschemt zweckmäßig, der Losung der eben bezeichneten Auf- 
gabe die folgende Hüfsbetraohtung vorauszuschicken. 

Es seien n „Elemente" -4^, .4,, • • •, -4^ gegeben: damnter kann man 
sich, wie m dem zuvor betrachteten Zusammenhange, rationale Zahlen, 
aber auch ganz beliebige Dinge vorsteEen, von denen nur soviel fest- 
steht, daß sie in eine bestimmte durch laufende Nummern („Indizes") ge- 
kennzeichnete jReihenfolge gebracht sind. Durch Abänderung dieser Reihen- 
folge lassen sich dann mannigfache andere Anordnungen herstellen, deren 
jede, wie schon m § 3 (S. 16) für natürliche Zahlen als Elemente be- 
merkt wurde, mit Hmzunahme der ursprünglich gegebenen als eine Per- 
mutoHon j'ener n Elemente bezeichnet wird. Wir behaupten nun: 

Die AnfiaU aller möglichen PermutaUonen von n Elementen ist: 

1 . 2 • 8 • • n, küraer geschrieben: n\ (spr, n-Fcüeultäit). 

Beweis. Es werde die Anzahl der Permutationen von Ic Elementen 
(Ä« 1, 2, 3, • ■ •) mit i)^ bezeichnet. Fügt man irgendeiner Permutation 
von U Elementen A^, A^, - • -^ Aj, ein weiteres Element .4^+1 hinzu, so 
kann mau diesem innerhalb der vorhandenen Anordnung fc-f-l verschiedene 
Plätze anweisen: am Ende, zwischei^ je zwei Elementen oder am Anfang. 
Somit werden aus einer einaigen Permutation von Ä Elementen beim Hin- 
zutreten emes weiteren Elementes Ä -|- 1 verschieäene Permutationen von 
(Ä -H 1) Elementen erzeugt, aus allen p^ Permutationen von h Elementen 
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alBO Pi (Ä + 1) Permutationen der (k + 1) Elemente und damit, offenbar 
alle überhaupt mögliohen Darnach besteht die ßeknrsionsformel: 

Setzt man hier der Reihe nach & =- 1, 2, • • •, (« — 2), (n — 1), und be- 
achtet, daß p^-^ If so ergeben sioh die Beziehungen: 

und hieraus durch Mnltipbkation. 

Ps-Ps' 'Pn-l JP.-I 2.3...(»-l)-M Pi Pn-i'Pn-l> 

also schließlich: 

i)„-l 2 3 -w — wl, 

womit die oben ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. — 

Es verdient hervorgehoben zu werden, daß diese Fermutationszahlen 
mit der Anzahl der Elemente ganz außerordentlich schnell zunehmen 
Man findet z B : 

21 -2, 31 - 6, 41 - 24, 51 = 120, 61 - 720, 71 = 5040, 
81-40320, 91-362880, 101-3628800 usf. 

Es lassen sich also aus nur 10 Elementen schon mehr als drei und eine 
halbe Million Permutationen bilden Nimmt man als Elemente etwa die 
Ziffern 0, 1, 2, • •, 9, so würden sich bei Anwendung des ziemlich 
kleinen Ziffemdmckes, wie ihn die gebräuchlichen siebenstelligen Loga- 
rithmentafeln aufweisen, auf einer Druckseite in 5 Spalten und 60 Zeilen 
300 solcher Permutationen unterbrmgen lassen. Jene 101 Permutationen 
würden daher 12096 Druckseiten, d. h. 20 recht stattliche Bande von 
rund 600 Seiten füllen. 

3. um zunächst die AngnTil aUer möglichen Kombinationen 2^ Elasse 
von n Elementen zu bestimmen, verfahren wir folgendermaßen Die An- 
zahl aUer paarweisen Verbindungen, die samthch mit emem behebig 
herausgegriffenen der n Elemente anfangen, ist offenbar (n — 1) Da man 
aber als Anfangselement der Eeihe nach jedes der n Elemente benützen 
kann, so kommen auf diese Weise im ganzen n(n — l) Yerbindungen zu- 
stande. Diese sind aber keineswegs durchweg KonibitM^ionen im Sinne 
der oben gegebenen Definition. Denn außer Aj^A^ wird bei dem obigen 
Verfahren offenbar auch A^A^ erzeugt und allgemein, außer Ä^Aj^ wo 
Ä<Z, auch AjAj^. Unter den erzielten n(n — 1) Verbindungen gehört 
also nur genau die Scdfte dem Typus der Kombinationen an, die Anzahl 

der letzteren ist somit ^\ "T ^ • 
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Diese BetrachtTULgBweiBe läßt sich leicht auf die Kombinationen 
«iner beliebigen; etwa k*^ (^^>^); Klasse übertragen Bildet man aach 
hier zunächst wieder alle überhaupt möglichen Yerbindungen, ohne Bück- 
sioht darauf, ob die Elemente nach steigenden Indizes geordnet sind, so 
hat man jedesmal ]c Plätze zu besetzen, wobei zur Besetzung des ersten 
Platzes alle n Elemente zur Yerfdgung stehen Für die Besetzung des 
£wetten Platzes bleiben dann noch (n—1) Elemente übrig, sodaß für die 
Besetzung der beiden ersten Plätze im ganzen n(n — l) Möglichkeiten 
«xistieren (bis hierher verläuft naturgemäß alles genau so, wie in dem 
zuvor betrachteten Spezialfälle Je ^ 2) Nun kann man aber offenbar in 
derselben Weise weiter schheßen. Für den ditUen Platz bleiben allemal 
noch (n — 2) Elemente verfügbar, sodaß also für die Besetzung der ersten 
drei Plätze w(n — l)(w — 2) Möglichkeiten sich ergeben. Für jeden fol- 
genden Platz mmmt die Anzahl der verfügbaren Elemente jedesmal um 1 
ab, für den Ä**" hat man, da für die vorangehenden {k — 1) Plätze schon 
(k — 1) Elemente verbraucht sind, nur noch (w — (Ä— 1)) — (w — Ä + 1) 
Elemente zur Auswahl Die Anzahl aller überhaupt möglichen Yerbm- 
dungen von h Elementen ist also 

m(w — 1)(« — 2)---(w-Ä + l) 

Wählt man unter diesen irgendeine nach steigenden Indizes geordnete, 
also eme Kombma4;ion im Smne unserer Definition, so finden sich, da ja 
bei dem eingeschlagenen Verfahren etile tiberhaupt möglichen Yerbmdungen 
von h Elementen zustande kommen müssen, in der Gesamtzahl der vor- 
handenen Verbmdungen auch die sämtlichen Permutaiionen jener einen 
Verbindung Da die Anzahl der Permutationen von k Elementen ^1 isi^ 
so zerfällt also die Gesamtmenge der Verbindungen in Gruppen von je k\, 
unter denen sich immer nur eine einzige Kombmaiwn befindet. Man hat 
also, um deren Anzahl zu bestimmen, die oben angegebene Gesamtanzahl 
der Verbindungen noch durch k\ zu dividieren und findet somit 

n(n — 1) ' ' (n — h-\- 1) 
1 • 2 • A 

als Ängdhl der Kombinationen em k*^ Klasse von n Elementen ^) Die 
zunächst unter der Voraussetzung ib > 2 abgeleitete Formel stimmt selbst- 
verständlich mit der f(ir Ä; — 2 bereits gefandenen überein, gilt aber auch 

1) Aus der Herleitang folgt, daß ein Quotient von der Form: 

n(n—l)'- (n — fc + 1) 
1>2' Jb 

stets eine ganee Zahl sein maß. Dies läßt sich übzigens auoh auf zahlentheoxe- 
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noch im Falle A; » 1, wenn man beachtet, daß dann der erste und letzte 
Faktor sowohl mi Zähler, wie im Nenner zusammenfällt, der obige Ans- 

drnck sich also anf den einen Faktor y reduziert *) 

4. Wendet man dieses Ergebnis auf die m Nr. 1 aufgestellte Be- 
ziehung an: 

so ergibt sich nach dem am Schlüsse ron Nr. 1 gesagten, daß* 

sodaß also die gesuchte Entwicklung nunmehr folgendermaßen lautet: 

(4) (l+^)"-l+±^ + 2i(^^>+ .. + ^(n-l)^(n--fe+ l)^.^.. 

Die Zahlen von der Form n («-i) ^ (n-t+i) (^q ;t » 1, 2, • • , «), 

welche zunächst als Kombmationsanzahlen auftraten, werden wegen des 
vorliegenden Zusammenhanges gewöhnlich Btnomicilkoeffigienten genannt 
und von uns mit (n)^ oder, wo ein Mißverständnis ausgeschlossen er^ 
schemt, mit w^ bezeichnet.*) Es ist also (n\ definiert durch die Formel: 

(5) (»). - - '■'-'l , '".7' + ^> (*- 1, 2, •• , «). 

1) Der Wert — reaultierb auch fClr i = n — 1, -wegen. 

n (w — 1) • 2 n 

1 2 (M — 1) "" T ' 
Für k <^ n wird 

n (n — 1) 1 
12 « "■ 
Tgl. weiter tmten Gl. (6) und (6). 

2) Kan £ndet häufig auch die BchreibweiBe 

(,j (apr n über k). 
8) Es besteht also die Rekursionsformel • 
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Fügt man noch die Faktoren (w — ä)(m — ä — 1) • 2 1 zu Zähler und 
Nenner hinzu ^), so nimmt (n\ die Form an: 

(5a) H==/V.-(^3X)i (.Ä = 1,2,... ,(«-!)) 

Da hieraus sich ergibt: 

80 folgt, daß: 

(6) ('*)«-i = (w)*, 

d h zwei Binomialkoeffizienten, die vom Ende und vom Anfang dei Ent- 
wicklung (4) gleichweit abstehen, sind einandei gleich 

Da die rechte Seite von Gl. (6) auch noch für Z; == w emen Sinn 'be- 
halt (man hat ja (n)„=l), so kann sie zur Definition von {n\ dienen 
Man findet auf diese Weise 

(7) (»»)o -(«)„ = !, 

was der Tatsache entspricht, daß der Koeffizient von A^ in der Entwick- 
lung (4) den Wert 1 hat und somit mit demjenigen von J." überein- 
stimmt Man kann hiernach die Entwicklung (4) auch m folgender Weise 
anschreiben' 

(8) (l+^)n = (M),-l.(wXJ.+ . H-(n),^*+ . + (»)„_a^"-H(«),X~. 

Übngens laßt sich auch die Brauchbarkeit der Formel (5 a) auf den Fall 
% » n ausdehnen, wenn man das bisher noch nicht eingefdhrte Symbol Ol 
ausdrücklich definiert durch die Formel: 

(9) 01»1,») 

eine Festsetzung, die sich auch späterhin für die Erzielung moghchst 
symmetrischer und einheitlicher Bezeichnungen als zweckmäßig er- 
weisen wird. 

Eme für die Binomialkoeffizienten charakteristische und zuweilen 
nützhche Relation ergibt sich noch in folgender Weise. Nach (8) hat 
man, wenn n durch (n -f 1) ersetzt wird : 

(10) (1 + ^)"+ 1 - (n + l)o + (w + l)i^ + • " + (n + 1),^* + . . 
• -f(w+l)„^»-|-(n + l)„^i^«+^ 

1) Da n — X> B- würde, wenn Jb <» n, so ist hier zunächst h höchstens 
>— n — 1 zu nehmen. 

2) Mit anderen Worten, man dehnt die fQr n> 1 geltende Beziehung 

nl -B n . (n — 1)1 
auch auf den Fall n *» 1 aus. Dementsprechend ergibt sich in der Theone der 
sogenannten Ganamafanktion 

r(n-)-l) — nl, 

also ! -B r(l) und andererseits r(l) '^ 1 
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Andererseits findet man durch Multiplikation von Gl. (8) mit (1 + ^): 

(11) (l+^)"-*-^='(«)o-h((«)x+(«)o)-^ + -- +((w)t + (w)4_i)^*+ • 

+ ((«)» + (»)„_i)-4» + W„^»+i 

Da beide (offenbar dieselbe Zahl vorstellende) Entwicklungen lediglich 
durch distributive Ausführung der geforderten Multiplikation entstanden 
sind, mit dem einzigen Unterschiede, daß bei der zweiten AnsfOkruDg die 
Assoziation (1 + Äy • (1 + ,4) angewendet wurde, so ist zu vermuten, daß 
sie geradezu tdenitsch smd, d. h Glied fwr QUed vollständig uberemskmmen ^) 
In diesem Falle würde durch Vergleiehung der Koeffizienten von A^ sich 
ergeben: 

(12) (n + 1), » (n), + («),_, (fc - 1, 2, • ., «) ») 

Die Richtigkeit dieser Formel kann man aber durch Einsetzen des definie- 
renden Ausdruckes (5) fdr {n\ bzw. {n\^i a posteriori leicht bestätigen 
Man findet nämlich: 

«. + («).-. -(^^^^+1) («).-, 

^ n-fl n(n — 1) (w — fc+2) 

^ k 12 (A— 1) 

_ (n+l) n ((n + D — A;+l) / , hn 

Andererseits läßt sich die so gefundene Formel auch benutzen, um die 
Entwicklung (8) durch den Schluß von n auf (w + 1) zu verifizieren, m- 

1) Die ÜbereinstimmTuig dea Anfemga- und Endghedea beider Entwicklungen 
beruht atif den Beziehungen 

(n+l)o -(n), = 1 

(«+l)„+i = («)n=-l. 

2) Es hat übrigens keine Schwierigkeit, die IdenUtät der Entwicklungen (10) 
und (11) (welche ohne weiteres aus einem bekannten Satze über ganze rationale 
Funktionen folgen würde) ganz direkt zu beweisen Subtrahiert man öl (11) von 
0-1 (10) und beachtet, daß die Anfangs- und Endglieder sich hierbei wegheben (vgl 
Pußn 1), so ergibt sich nach Division mit A (wo | j4 | > 0) die folgende (für jedes 
von iSTull verschiedene A gültige^ Beziehung 

c,-f-c,4+ -|-c*^*-'-H +c„ul«-» = 0, 
wo C;b — (n -f- 1)^ — {n\ — (n)i_i Qc = 1, 8, ., n), also ganetähhg oder Nuß Ver- 
steht man sodann unter A eine behebige natürhcTie Zahl, so folgt, dafi mPioeder 
Ol durch J., d h duzoh jede natflrkohe Zahl teilbar sein müßte, oder daß e^ b= 
Da nur die letztere Möghohkeit zulässig ersohemt, so findet man nach nochmaliger 
Division mit A- 

c, -f-CBJ.-f . c„JL*-« — 

und hieraus durch dieselbe Schlußweise c, ■» usf , sohheßhch allgemem 
c* - 0, d h. (n-Hl)* - (n)t + («)t_, 
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dem man zunaohHt au« (8) durch Multiplikation uiit (1 -h -1) dw Ko- 
ziöhuu^ (11) horleitut uud diese mit Hilfe der Relation (12) m diu Foim (10) 
überführt, womit dann, da die (jKlltigki'it der Formt*! (KJ für « — 2 evident 
ißt, diö vollötändlgf Imhiktioii geschloßaon let Dieao hiiufig an/utrofleud«^ 
Boweisfoim loidet aber au dorn eiupfindlichon Maugel, daß man dazu dio 
Form dei Kntwicklunf^ (8), d h dio allf^omemo Form dor Bmonnal- 
kuofÜÄientuu, otwa auh den Kntwicklungou (l + Äf, (l ■]• -l)** „vormutou" 
muß, was wohl nicht hucht jümiindom gnlingou düift(>, dor daH Itewultat 
nicht boicitH gekannt hat ^) 

5 Wenn wir, zw unserem AusgangHpuukte zurückkehrend, m der 

für (1 -f Ay gofunduüt'ii Entwicklung (8) A durch . oraetzen und die 

resultierende Gleichung mit A** multiplizieren (a. öl. U)), b<^ ergibt sich 
al« diu übliche Form d«B hinomischvn Ä'a#«tw*): 

(13) {A f Jir - -l'' + («)i-l'-^-ii-i-(n),-l«-». ;?«-i- 

..-h(n)4X'-^jy^ + ...4-(n)„„^X7y''-» + i^. 

Die Ihike Seitf diüser Gleichung bl«ibt bei Vwtauschung von A uud ]i 
ungeändert. Das analoge gilt aber auch von der rechten Seite, genauer 
gesagt, die eiii7.elnen Glieder der Entwicklung (l.'l) erscheinen dabei 
durcliweg unverändert, nur in umgekehrter Jttoihenfolge, wie man un- 
mittelbar mit Hilfe d**r oben abgeleiteten Beziehung (t))- (n)„_^ — (n\ 
erkennt. •) 



Kapitel II. 

Begrenzte und unbegrenzte ISystembrUche. — 
Rational-konvergente Zahlenfolgen. 

§15. S^HtemAÜHche Barfltellang der natUrHchen Zablen, 

1. Wie in § Ij Nr. 2 (S. 5) gezeigt wurde, kann man flämtlicbe 
Zahlzeichen unaerei gewöhnliohen „dekadiachm" Zahlensyatemn m ge- 
höriger Anordnung durch ein rein formaleii kombinatoriaches Verfahren 

1) Newton iit auf rsoht kompllBlertem Weg« lu dlsier „Vermutui^'' g«- 
lutgt (i. Opoicula, Ed. CaatUloneuif 1 [1784], B. 607. 8S8). 

S)) Dabei lohreibett wir d«r Elafubheit biJibet wieder 1 itatt (n}e und (n)«. 

8) M«A konnte über anoh analog, wie in Faßnote 1 der vorigen Seite, die 
Identtm der Entwicklungen von {A + B)* und {B + wl}" und damit die Gültig- 
keit der Beiiehungj 
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erzeugen In Wahrheit verdanken dieselben indessen ihre Entstehung 
einem anderen Eiizeugnngsprmzip, nämlich einer fKKh fallenden Potenzen 
von 10 geordneten Summenbüdung ^) Die notwendige Grundlage hieizu 
liefert der folgende allgemeine Satz* 

Ist h eine hehebig vorgeschnebene naiurliche Zahl ^ 2, so 
läßt sich jede andere naturhche Zähl g^b stets und nur auf 
eine emsige Weise %n der Form darstellen: 

g - ajl^ + ö„_i6™-' + + «!& + »0» 

wo m bei fester Wähl von b eine lediglich von g abhängige natur- 
Uclie Zähl bedeutet, wahrend die a, (v — 0, 1, ••,m) stets der 
Beihe 0, 1, ; (6 — 1) angehören und speeieH a„ von NuU ver- 
schieden ist 

Beweis. Da ^ ^ &, so existiert in der Reihe der Potenzen 

b\ b\ b\ . . 

stets eine und nur eme, etwa mit fe*" (w» ^ 1) zu bezeichnende, von der 
Beschaffenheit, daß 

entweder' b^" -^ g oder. b^Kg, dagegen: 6™+^>^ 

Man faßt offenbar diese beiden Möghchkeiten zusammen, indem 
man setzt: 

Bildet man sodann: 

1 &«, 2-&'», ..., (6-1) 6"», 

so muß — wegen ft • 6"* = 6'"+^ > ^r — m der Reihe dieser Zahlen e*«e 
solche, etwa c • &*", vorkommen, daß 

entweder: g =., c b"* \ . 

-V , J wo also: l^c^&— 1. 
oder: cb"^ <g <(c+l) -b"' ] '^ '^ 

Man faßt wiederum beide Möglichkeiten zusammen, wenn man setzt: 

g^C'b'^ + r, 

wo r eine bestimmte Zahl aus der Reihe 0, 1, • ■ •, (b^ — 1) vorstellt. 

Ist nun r ^b — If so ist offenbar die verlangte Darstellung von g 
mit der letzten Gleichung bereits erzielt. 

Ist dagegen r'^b, so kann man offenbar in analoger Weise r m die 
Form setzen: 

ro^c^^'b^-^-r^, 

1) Z B 740809 = 7 • 10" + 4 . 10* + . 10« -[- 8 . 10* + 10^ + 9 
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wo jetzt- nii ^m — 1, 1 ^ c^ ^ & — 1 , ^ »^ ^ Z;"*^ — 1 Als- 
dann wird 

Im Falle >i ^ & — 1 ist die Zerlegung wiedeium beendet Ist dagegen 
y^ ^ & (aber nach dem obigen jedenfalls ^ ?/"i — 1), so kann man das 
bishei benutzte Verfahien auf r^ anwenden, und so fortfahrend muß man 
nach einer begrenzten Anzahl derartiger Operationen schließlich zu einer 
Gleichung von der Form gelangen* 

wo nicht nur die c^, c^, , f ^ sämtlich der Reihe 1, 2, , (h — l) an- 
gehören, sondern auch r^ einen dieser Werte hat, bzw. auch Null sein 
kann, wahrend* 

vn > ?)i, > • • > % ^ 1 

Dabei kann die Änmhl der hierzu erforderlichen. Operationen die Zahl on 
keinesfalls uherstetgen, da ja jeder der Exponenten m^, m^, • , W; min- 
destens um 1 kleiner ist als der unmittelbar vorangehende 

Schreibt man jetzt a,^ statt c und versteht unter «m_i, «,„_s; •* , «o 
Zahlen, welche in passender Weise mit den oben durch q, Cg, • • •, c^, r^ 
bezeichneten Zahlen übereinstimmen, im übrigen NtiU sind, so wird, wie 
oben behauptet- 

(1) ^-a>"'4-a,„_i&"'-^ + * +<i,h + ao, 

wo also «.,„ der Reihe 1, 2, • •, (& — 1) angehört, während «o> <*i7 " *; *m~i 
außer emem dieser Werte auch (samtlich odei zum Teil) den Wert 
haben können 

Um ferner zu erkennen, daß die Darstellung (1) nur auf eine evmige 
Weise möglich ist, bemerke man, daß aus (1) — wegen flr„ ^ 1 — 
stets folgt. 
(2 a) g^l"' 

und andererseits, wegen «„ ^ & — 1 (v — • 0, 1, • • , w), stets: 

S'^(&~l)(fe'"+&"-^ + *** + &+l) dh ^l>'»+i-l 
und somit. 
(2b) ^<6'»+^ 

Angenommen nun, man hätte außer der Dai Stellung (1) die folgende: 
(wo wiederum l^a;^&-l; O^o/^fi- 1 für v«0, 1,- ,(/*-!)), 
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SO hätte man mit Benützung der Ungleichungen (2) gleichzeitig: 

und daher wiederum gUidhzeikg: 

6" <&'*+*, also: fw^ft, 
j^<-ji7i+i^ also: f*^w, 

■was oifenbar nur m der Weise möglich ist, daß: 

Hiernach könnte also jene zweite Darstellung von g immerhin nur die 
folgende Form hahen: 

g » a^&- + a;,_^V-^ + •• + <& + a«', 

wo speziell a^ von NuU verschieden. 

La nun analog wie die Ungl. (2b) sich ergibt, daß: 



<6'", 



so hätte man gleichzeitig: 

und daher wiederum gleidtgeitig : 

y-taVi II ^ < «" 1 "^ '«'^'^"«''= <-"- 

«m < «m + 1 <^ h a„ ^ a„ I 

Nachdem auf diese Weise die Identität der An.fangsglieder erwiesen, hätte 
sich dei weitere Beweis nur auf die Identität der beiden Ausdrücke: 

und: 

5'i-<-i&'"-' + -- • + <&+< 

zu erstrecken. Sind nun a„_i, «„_! beide von Null verschieden, so be- 
weist man in derselben Weise wie oben, daß auch a^^^ = a„_i sein 
muß. Ist dagegen einer dieser beiden Koeffizienten Null — etwa 
a„,i — — , so folgt sofort, daß dann gi<l^~^ und daher auch 
a^_j o» sein muß — vice versa. Man findet also in dieser Weise fort- 
stshließend, daß jene zwei Darstellungen in Wahrheit identisch sein 
müssen. — 
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2 Das vorstellende Ergebnis kann nun in folgender Weise dazu be- 
nützt werden, die Reihe der natüi heben Zahlen mit Hilfe einer hegrensten 
Anzahl einfacher Fwndcmxentaleeiclienj Ziffern genannt, übersichthch dar- 
zustellen Schreibt man das durch GH (1) dargestellte Resultat in fol- 
gender abgekürzter Weise* 

wobei jetzt die Zahlen a^ (v = 0, 1, , m) nicht, wie sonst Üblich, Fak- 
toren eines Produktes bedeuten, sondern a^ das Vorkommen des Sum- 
manden a^ &" m der für g geltenden Darstellung (1) anzeigen soU, oder 
noch etwas allgemeiner ausgedrückt, wo eine mi der (v + 1)'*"» Stelle (von 
rechts aus gerechnet) stehende Ziffer a (d h: O^a^h — 1) den 5^«?»- 
manden a h^ darstellt,, so folgt aus dem oben bewiesenen Satze, daß 
— nach Pestsetzung der im übrigen beliebig (nur ^ 2) zu wahlenden 
Zahl & — jede positive ganze Zahl g stets auf eine und nv/r auf eine Weise 
durch ein Symbol von der Form (3) dargestellt werden kann. Die -yer- 
schedenen zur Darstellung oMer Zahlen g ausreichenden Ziffern sind die 
Zeichen für die Zahlen 0, 1, • • •, (& — 1), ihre Anzahl ist also —6; während 
die Anzahl der zur Dai Stellung irgendeiner bestimmten Zahl g überhaupt 
erforderlichen Ziffern den Wert (m-\- 1) hat, wenn m den größten ganz- 
zahligen Exponenten bedeutet, welcher der Bedingung genügt* h^^g 

Die Gesamtheit aller möglichen mit Zugrundelegung einer beliebig 
fixierten Zahl 6 als „JBasi^', in der angegebenen Weise ,^stematisch'* dar- 
gestellten natürlichen Zahlen bilden ein Zahlensystem mit der Sasis b 

Bei dem übhchen dekadischen Zahlensystem, wo also b den Wert 
zehn hat, sind m der Tat zehn verschiedene Ziffern 0, 1, • • ,9 zur Dar- 
stellung aller möglichen Zahlen erforderlich und ausreichend 

Bedient man sich dieser „arabischen'' Ziffern zur DarsteUuug eines 
Systems m%t beliebiger anderer Basis (wobei man natürlich einen Teil 
dieser Ziffern ganzhoh wegzulassen bzw noch eine passende Anzahl neuer 
Ziffern hmzuzufügen hätte, je nachdem die Basis kleiner oder größer als 
taehn ist), so wird offenbar diese Basis selbst in der Schreibweise der 
Formel (3) stets dargestellt durch das Symbol (10), da ja nach dem oben 

fresacrten: 

^ (10) -1.6 -1-0 -& 

Ist. 

Nimmt man speziell & — 2, so bedaaf mau zur Herstellung des be- 
treffenden, d h. des sogenannten dyad%scken Zahlensystems nur der beiden 
Ziffern und 1. Den dekadischen Zahlen von 1 bis 10 entsprechen hier 
die folgenden Bezeichnungen: 

Dekadisch: 123456 7 8 9 10 

JDyad%sch: 1 (10) (11) (100) (101). (HO) (111) (1000) (1001) (1010). 
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Ferner htitte man z. B : 

100 =.1.26+1 2H1 2» =.(1100100) 
1000-1 2H1'28+1 2'+l 28 + 1 2'* + l 2» 
-(111 1101000) usf. 

§ 16 Die systematisolieu Brüche (System1i)rüche). 

1. Wie die im vorigen Paragraphen beti'aohtete j^ystemattsc^e Dm'- 
stellung" der natürLchen ZaMen die Yerallgemeinenmg und zugleich die 
eigentliche arithmetische Giuiidlage des de^cadischen Systems bildete, so 
gestatten auch die aus der Bechenpraxis jedermann geläufigen „Beaimcä- 
hruche" eine analoge, ftir die genauere Kenntnis ihres Wesens zweck- 
mäßige und ftir die weiteren Entwicklungen besonders wichtige Ver- 
allgemeinerung. 

Es sei wiederum & eine irgendwie fixierte natürhche Zahl ^ 2, wäh- 
rend Oj, ttj, • •, «n beliebige Zahlen aus dei Reihe 0, 1, ., (b — 1) be- 
deuten sollen nnd speziell a„ als von Nidl verschieden angenommen wird. 
Alsdann soll der Ausdruck: 

(1) ».-? + ?. + •••+?: 

als ein n-atelhger ij/stematischer Bmdi oder Systenibmch mit der Basis h 
bezeichnet werden. 

Man erkennt zunächst, daß jedes solche tf„ stets kleiner als 1 ist. 

Deim man hat: 

(2) ^ 1 — jn; also sicher: tf„ < 1. 

Bezeichnet man sodann allgemein mit <f^ (%— 1, 2, ••', (n-^1)) den 
Syiitembruch : 

so ergibt sich: 

(8) <,.-«,-^{?^ + ... + ^.}>0 

und sodann nach Analogie yon TJngl. (2): 
also sicher: 
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Bodaß man in Verbindung mit (3") findet* 
(5) <JA<ö„<tf* -}---, 



d h 



Bricht man einen Systewibruch tf„ hei einem hdiehtgen Cfliede 
—r ab, so erhalt man einen Memeren Bruch, der sich aler von <y„ 
um weniger als — unterscheidet 

2 Schreibt man m (4) m statt n, wo Ä; < w < « sein soll, ao wird- 

also 
d h. 

Hierzu ist noch zu bemerken, daß das Oleidiheitsgeichen, wie die Her- 
leitung (b üngL (2)) zeigt, nur m dem e%nm>gen Falle gilt^ daß die 
Zähler <»t^.i, «a+j, • •, ^m Oiusnahmslos den extremen Wert (6 — 1) haben 
Beachtet man noch, daß im aUgemeinen stets tf;^ < tf„, dagegen 
tfj ™ cfmt ■'^eim speziell a^^j «- a^^j =»...»». a^ — 0, so kann man die 
Ungleichungen (5) und (6) dahin zusammenfassen, daß fClr k<Cm<.n 
stets: 

(7) <fk£<^m<<fn<<^m + -~^^k+^, 

wobei das erste Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn: 

«i+i — »*+> — • • • — a„ — 0, 
dfusi mveite, wenn: 

%+i - ö*+8 — ■ • • - a„ - & — 1 

8 Hat man etoei systematische Brüche: 

Ä _ ÜL j- ** a. _L *« 
*« " & + 6* + ' • • + j'« » 

rf' «. f!»-' _L. *»' _L . 4- *»• 
"w & ^ 6> ^ ^ b"' ' 

welche einander gleich sind, also: 

öL — tf- . 
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SO müssen sie geradezu tdenttsch Bern, d. h Glied für Glied vollständig 
überemstimmen Denn sei etwa n'^m, so hat man: 

wo » — w ^ 0. Da aber &" «^m ™ ^" * *«> ^° ^^^S* *^^ ^®^ ®^^^® ^^^ 
vorigen Paragraphen, daß die beiden rechten Seiten diesei Gleichungen 
als systematische Darstellungen der nämlichen ganzen Zahl identisch sein 
müssen, d h. es ergibt sich, da a„, a^ von NuU verschieden, voi allem, 
daß w — »* «= und sodann aj == a, (v •=» 1, 2, • •, w) sein muß 

§ 17. Terwandlnng gewöhnlicher Brüche in Systemhrttche. — 
Der einem ecliten Bruche zugeordnete periodische Systemhrnch» 

1 Sei wiederum" 

(1) «.-T + 3+ +W' 

so folgt durch Multiplikation mit &", daß &" <?"„ eine gange Zahl g ist, 
nämhch' 

(2) ^-ai6«-i + as6«-« + - +a„_i6 + a,<6" 
und daher* 

(3) <yn-=^<l, 

d. h em n-steUiger Systembruch ist stets einem gewöhnhohen echten 
Bruche mit dem l^enner h" gleich Nun kann h" mit g irgendemenL 
Teiler gemein haben Ist sodann nach Weglassung des größten gemein- 
samen Teilers 

WO jetzt r und q relativ pnw, so muß wegen. —— «= gi (d h. gleich einer 

ganzen Zahl) q ein Teiler von &" sein (nach § 6, Nr. 4, S 37), kann daher 
nach § 6, Nr 1 (S. 33) kerne anderen Pnmfaktoren enthalten, als &", also 
schließlich als l selbst. 

Hieraus folgt aber, daß umgekehrt ein bebebig vorgelegter t edueierter 
echter Bruch — jedenfalls höchstens dann emem Systembrüche mit der 
Basis h gleich sein kf^rn, wenn q kerne anderen Pnmfaktoren enthalt, als h. 

Diese für die DarsteUbarkeit von — durch einen Systembruch not~ 
wendtge Bedmgung erweist sich aber auch als hinreichend 

Denn enthalt q keine anderen Pnmfaktoren als h, so lassen sich 
natürliche Zahlen v so gioß finden, daß <7 in 6* aufareht. Anflrenotnmen 
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es sei V =- w der Tdeinste Exponent, welcher dieses leistet, so hat man 
wegen: — < 1, also: ^- < &*, nach dem Satze des § 15: 

(5) !|!„ai6«-i + a8&«-»+ • +«„_,& + a^, 

wo speziell a„ von NiM verschieden, sein muß, da sonst die rechte Seite, 

4* />^' 4> hfl ^ 1 

also auch — ■— durch h teübar -wkre, und daher schon — , d h schließ- 

lieh -— - eine ganze Zahl sein müßte Daraus folgt weiter, daß: 

und man findet somit* 

Die notwendige und hinreichende Bedtngtmg fwr die 

Darstdlha/tkeü emes redumerten echten Bruches — durch e%nen 

a 

Systembru^ mit der Basis h lesteht dann, daß q nw solche Pnmr 
faktoren enthält, welche auch in h vorkommen 

Zugleich folgt noch aus Nr. 3 des vorigen Paragraphen- 

JEs gibt stets nur eine emgige Darstellung der fraglichen Art 

2 Ein reduzierter echter Bruch - - , dessen Nenner q nicht den eben 

angegebenen Bedingungen genügt, kann also "keinesfalls m einen System- 
bruch mit der Basis "b umgeformt werden. Dagegen laßt sich zeigen, daß 
es dann stets einen nach bestimmter Yorschrift zu bildenden und w/ibe- 
grenet fortseteharen Systembruch tf^ (v-» 1, 2, 3, ■ ) gibt, welcher sich 

von — heliebig wenig und zwar um so weniger unterscheidet, je großer die 

Stellenzabi v genommen wird 

Um bei der hierzu dienlichen Betrachtung auch den m Nr 1 be- 
handelten besonderen Fall mit zu umfassen, bedeute -- emen gang le- 

Ite^igen reduzierten echten Bruch, d. h einen solchen, dessen Nenner q 
der in Art. 1 angegebenen Bedmgung genügen kann oder auch nicht. 
Man hat alsdann: 

^^^ q q h > 

und kann andererseits stets setzen (s. § 6, Gl. (2a), S So)* 

(8) ;'-»■+«'• 
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WO Ol, rj im aUgememen natürliche Zahlen bedeuten, eventuell auch eine 
der beiden Zahlen «i, r^ gleich NuU sein kann und außerdem 

Hiernach wud zunächst: 

(0^ö!i<&, 0<ri<g; — wobei also das OleicJi}ieitszeich.en so zu ver- 
stehen ist, daß höchstens eine der beiden Zahlen a^, »"i gleich Null 
sein kann). 

Wendet man im Falle r^ > die nämliche Transformation auf -j- 
an, also- 

'l-T + J i (0^«»<2'»0^r,<2), 
so wird" 

JL Bk jL B* JL H 1. 

und, indem man dasselbe Verfahieu unter der Voraussetzung, daß 
^1} ^i) > ^n-i saJ^tlioJi ^on NuU verschieden smd, im ganzen »-mal 
wiederholt- 

2 6 "^ ft»"*"' ■•■ &»"^ 2 &»' 
wo 0^ai,aä, •;a,<&, 0^r„<2 

Tritt nun hierbei füi irgendein n der Fall ein, daß r„ =» wird, so er- 
gibt sich 

_£. _^ fi I f^ 1 I f^ 

2 & "^ 6* "' '"6'»' 

d. h — ist alsdann einem bestimmten Systembruohe gleich Dieser Fall 

kann aber nach "Nr 1 nur dann eintreten, wenn g nur solche Prim- 
faktoren enthält, die m h vorkommen. Derselbe muß dann aber bei dem 
hier eingeschlagenen Verfahren auch wirkhch emtreten. Denn unter der 
gemachten Voraussetzung existiert nach Art. 1 sicher eme Darstellung 
von der Form. 

-L = < 4- ^' 4- 4.< 
2 & ^ &' ^ •^6'»' 

wBhrend man auf Grund des eben angegebenen Divisionsverfahrens anderer- 
snts setzen kann- 

V-f + P+ •■ + ^ + ^" W (™r.<s). 
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Man hat also* 



r 6» 






woraus mit Notwendigkeit folgt — =• 0, d. h. r„ — nnd sodann nach 

Nr 3 des vorigen Paragraphen: a/ ■= a^ (v «»■ 1, 2, • • •, m) 

Hingegen erscheint es auf Grund von Nr. 1 allemal, wenn q irgend- 
einen in & wicÄ^ vorkommenden Pnmfaktor enthalt, definitiv cmsgeschlossenf 
daß bei dem obigen Divisionsverfahren jemals ein Rest r„ « auftreten 

könne, und man erhalt somit m diesem Falle für — bei jedem noch so 

großen Werte von n eine Darstellung von der Form (10) Man hat in- 
folgedessen fttr jedes (noch so große) vi 

wo <r^ < 2 und: 

(12) »,_?..+ ^,+ +^; («-1,2,3, ). 

Da hierbei stets: < -^ < 1, so kann man Gl (11) auch duich die fol- 
gende Ungleichung ersetzen: 

sodaß sich das Resultat dieser Betrachtung folgendermaßen aus- 
sprechen läßt' 

Ein tedueierter echter Bruch — , dessen Nenner q mtndestens 

einen m & nicht vorJcommenden Primfaktor enthält^ Jccmn ntcht 
durch einen Systembruch <t^ mit der Basis h dargestellt werden. 
Dagegen gibt es einen auf Grund eines bestimmten Dwistonsver- 
fahrens unbegrenzt fortsdgbaren Systembruch tf, (v — 1, 2, 3, • •) 
(anders cmsgedrücld: eine unbegrenzte Folge, durch sukzessives 
Hmssufiigen je einer weiteren Stelle entstehender SystembrUche: 

<fif ^2; •; ö",* ') <'<w» der Beschaffmhevt, daß --• jeden System- 
bruch 0^ wrn weniger als p, also bei unbegrenzter Vergrößerung 
von V beliebig wenig übersteigt. 

3. Es laßt sich nun vor allem noch zeigen, daß die bei dem oben 
angewandten Divisionsverfahren resultieiende Folge von Zählern a^ einem 
einfachen Gesetze, demjenigen der Benodizitat, genügen muß 
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Da nämlich, die bei dem obigen Prozesse auftretenden Zahlen i\ 
(v = 0, 1, 2, • • •, wobei »^ die Bedeutung von r haben soll) durchweg der 
Reihe 1, 2, • •,(2 — 1) angehören, da es also höchstens (ff — 1) v&^scMe- 
dene Zahlen r^ geben kann, so muß spätestens die q^ dieser Zahlen d h. 
^atestens rj_i irgendeinem der früher schon vorgekommenen r^ gleicli 
sein. Es sei nun r^ die erste der Zahlen r^j welche bei jenem Verfahren 
wied&i'lc^H, und zwar geschehe dies iswn ersten Mde bei dem SteUenzeiger 
Ä + w Mit anderen Worten: r^, r^f - , rj^+n-i s®^®^ sämtlich ver- 
schieden, dagegen . 

(14) »•*+«,-»**• 
Dabei ist nach dem gesagten stets: 

(15) hi-m£q — l, 
woraus, wegen Ä ^ 0, w ^ 1, des weiteren folgt: 

(16) O^Ä^g-2, l^m^q-1. 
Man hat zunächst: 

17 -»-'+ •• + 1T + --T*, 

q b 5* g &* 

('«^ 7 — r + - - + 1^ + 7 i=^ (''«««i- »-.+«- n), 

also: 

1 ^4- 4. ^ -L ^!*±1 4_ 4. Vj? j_ !i _i 

und, da -^ immer wieder die Entwicklung (18) liefert, bei A-maliger An- 
wendung dieses Yer&hrens: 

/1Q\ L*l4. 4."* ."^ + 14. .**+»« 

4- _!!*±i_ 4- 4. ***+'" 

■•" j*+w* + l t" ' ' "t" j* + 8m 

+ 

"r jifc+(i-l)m + l ~r • • • i- jt + im "♦" " ' jft + im 

(A — 1, 2, 3, •) oder, kürzer geschrieben: 

wo: 

(21) tf,-| + .. +^ (NB. tfj-O, falls: fc-0), 

(22) P - a,^i.6"-i + a,,^-^'»-* + • • • + a*+„_i6 + a,^.„ 
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Die Entwicklung (19) bzw. (20) hat also die charaktenstische Eigen- 
flohaft, daß die Zähler 0'k+i}0>k+i>"')<!^k+m beständig in derselben Reihen- 
folge oder, wie man zu sagen pflegt, „periodisc^i" wiederkehren Die durch 
Gl. (22) definierte game Zahl P, d h diejenige ganze Zahl, welche 
systematisch durch Potenzen von h dargestellt die Zahlen a^+i, ; «a+j» 
zu Koeffizienten (Ziffern) hat, heißt die Periode des obigen Systembruches 
und zwar, in dem yorhegenden Falle, eine m-gliedrige Periode. 

4. Beginnt die Periode schon mit dem Qliede a^ — ein FaU, welchei 
offenbar emtritt, wenn Ä =- 0, wenn also der erste überhaupt wieder- 
kehrende Divisionsrest r„ = »-q d. h =- r ist — , so heißt der betreffende 
Systembruch rem periodisch, dagegen im FaUe Ä ^ 1 unrein periodisch 

Im ersten Falle (also für ä => 0) hat man: 

flodaß also, da r und q rdaiw pnm, eine game Zahl sein muß 

Daraus folgt aber weiter, daß q mit h relaUv pim sein muß, da kein 
Teiler von h gleichzeitig em Teiler von ft" — 1 sein kann. 

Im zweiten FaUe, Jb^l, ergibt sich (nach Analogie von Gl (9)) 
zunächst: 

(25.) -7--«* + 7- 

md wegen »•j+„-«-,. 

(26i) !V^_<^^„ + ^, 

wo ri+„,_i von r^_^ verschieden sein muß, da ja r^. die erste der Zahlen r, 
sem sollte, welche später wiederkehrt. Daraus folgt weitei : 



(23) 


-L _ 5i 4. . . . j_ f^ _i. _L 


und daher* 




(24) 


r(6'" — 1) x„ , , 



(26) '^'•'-■7'"""^ -'^-% 



+m; 



eine Beziehung, welche aussagt, daß der links auftretende Quotient eme 
gante Zahl sein muß. Da aber rj,_^ und r^j^^_^ Meiner als q sind und 
daher um so mehr l*"*«! — ♦'j+m-il "^^ 2» ^° tclu& q zum mindesten teil- 
weise (und zwar, da ja q wenigstens einen in h nicßvt vorkommenden Prim- 
faktor enthält, wvrWich rwur teiUoeise) in h aufgehen, d h. mit h einen 
gememsamen Teuer haben. 

Durch Zusammenfassung dieser beiden Resultate ergibt sich also: 
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J)%e notwendige und hinreichende Bedmgwng dafuYy daß 

Im der oben betrachteten Umformung von — ein re%n periodischer 

Systembruch mm Vorschein Jcommt, besteht dann, daß q relativ 
prtm 0U b ^st. 

Zugleich läßt sich der Inhalt der UDgleichungen (15), {16) jetzt 
folgendermaBen formulieren: 

JDie Angähl der mchi-pertodischen und der eine Periode 

bildenden (Mieder des m — gehörigen Systembruches ist msammenr 

genommen höchstens gleich {g^ — i). Ist der betreffende System- 
bruch rein periodisch, so ist also die Angähl der Penodengheder 
höchstens (q — 1); enthält er dagegen Tc nicht- periodische Glieder 
(wo h aUemal ^q — 2), so ist die Ängahl der Periodenglieder 
höchstens (jq — Jc — l) 

5. Durch die yorsteheuden Betrachtungen ist gezeigt, daß jedem 
reduzierten echten Bruche — , falls q irgendeinen in b nicht vorkommen- 
den Fnmfaktor enthält, vermittelst eines gans bestimmten, vollkommen ein- 
deutig verlaufenden Dvmsionsverfahrens em unbegrenzt fortsetzbarer, 
•Übrigens periodischer Systembruch tf^ (v «= 1, 2^ 3, •) mit der Basis & 
zugeordnet werden kann, derart, daß für jedes v = 1, 2, 3, • • (s UngL (13)): 

3Ss verdient nun aber hervorgehoben zu werden, daß diese doppelte Un- 
gleichung den unbegrenzt fortsetzbaren Systembruch tf^, d. h jedes ein- 
eä/ne Glied von 6^, schon an sich völlig eindeutig bestimmt. Mit anderen 
Worten: es kann überhaupt "kein aweiter (gleichgültig, ob periodischer oder 
nicht-periodischer) unbegrenzt fortsetzbarer Systembruch 6^' (v= 1, 2, 3, • • ) 
existieren, welcher der Bedingung genügt: 

(13a) or;<|<tf; + l, (v-1,2,3, • )• 

Sollen nämlich tf/ und <f^ nidbt für jedes v vollkommen identisch 
sein, d. h. Oiheä für Glied übereinstimmen, so muß für irgendeine erste 
Stelle V B n eine Verschieden}^ zwischen tf/ und «r, zum Vorschein 
kommen, d. h. tf^ muß sich von tf, im letzten Zähler (,4n der letzten 
Bruchstelle'') mindestens um 1 unterscheiden, sodaß also: 
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Daraus würde aber, wegen ff^ + l>i- und (fn<j7 unmittelbai folgen: 

und somit a forhon (s § 16, Nr 2, S 97, Ungl. (7)) für v ^ w 

sodaß also in beiden Fällen tf/ für v^m der Bedingung (13a) nicht 
mehr genügen würde 

Es gibt also in der Tat nur einen emzigen, der Bedingung (13) ge- 
nügenden, unbegrenzt fortsetzbaren Systembruch, welcher andererseits 
durch das in Ni 2 auseinandergesetzte Verfahren auch allemal wirklich 
gewonnen werden kann 

Hiemach können wir das Hauptresultat dieses Pai-agi'aphen nmimehr 
m folgender Weise formulieren. 

Jedem iedueiertm ecJiten Bruche — läßt steh, wenn q mtn- 

destens emen in b nicht vorkommenden PnmfaMor enthalt, ein 
und nur ein unbegrenet fortseteharer, übrigens allemal periodischer 
Systembru(^i <f^ mit der Basis b zuordnen, welcher für jedes v der 
Bedingung genügt: 

(13) ».<f<^ + i- 

§ 18. Ber einem periodischen läystembrnche zugeordnete 

gewöhnliche Bruch. — umkehrbar eindeutige Beziehung zynischen 

rationalen Zahlen und periodischen SystemhrÜchen. 

1. Das zuletzt ausgesprochene Eesultat erweist sich mit Ausnahme 
eines einzigen, sogleich naher anzugebenden und eine unerhebliche Modi- 
fikation erheischenden Falles als vollkommen umkehrbar. Es gilt nämlich 
der folgende Satz: 

Jedem periodischen^) Systembruche <y, mit der Basis b, so- 
fe)n er nicht gerade die eingliedrige Periode (&•- 1) besvtgt, läßt 
sich ein und nur ein echter Brucli er mordnen, welcher für jedes v 
der Bedingung genügt • 

(1) <'r<^<<f.i-l-- 



i^ V^'t MiU^/iJ.i.<iTi.i.^f CI»'nio».V'.mAl> <n4- oyl .»n/i i>11««vin1 a.»?!««^.»/. «« ^^y ..»/■/>«/> 7i _^< 
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Beweis Der vorgelegte Bruch tf^ (v« 1, 2, 3, • ) sei zunaclist rem 
periodisch und zwar sei seine Periode 

(2) P » a,h^-'-h ajö"-» + • ■ • + a„_,h + a„ 

(wo also w^l, 0^ay^& — 1 mit der Beschränkung, daß weder durch- 
weg a^ =» 0, noch dwrchweg a^ «- 6 — 1) Bedeutet dann k eine beliebige 
natürliche Zahl, so hat man (vgl. § 17, Nr. 3, S. 102, GH (20), fttr fc =- 0, 

(3) -0 (1-^), 

wenn gesetzt wird: 

(4) — » tf 

Aus Ql (3) folgt dann zunächst, daß: 

(5) tfi« < tf , 
und sodann: 

(6) <'z« + ^-tf + (l-*') ^- 
Da aber: 

P<(&-l)(6'»-H6'»-« + ... + 6 + l) d.h. <6"'-l, 
so ergibt sich: 

C') ^ - IT— < 1 

^ ^ 6"* — 1 

und daher nach QL (6): 

somit durch Zusammenfassung von Ungl (5) und (8): 

Bedeutet jetzt v eme ganz beliebige, nich£ in der Form km enthal- 
tene natttrHche Zahl, so nehme man A groß genug an, daß lm>v. Als- 
dann hat man nach TJngL (7), S. 97: 

und daher auch: 

(10) <'.<<^<tf.H-^ (fttr jedeB v), 

womit also die Existenz einer Zahl tf von der fracrlichen Besphaffen-. 
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heit zunäclist fttr den Fall eines rein penodischen Systembruches er- 
wiesen ist 

Bezeichnet man jetzt mit <t/ die Summe yon v G-hedem eines un- 
7 ein periodischen Systembruches wiederum .mit der Periode P und den 
h lucht-penodischen Anfangsghedem: 

(11) ^ + i: + ... + ^'_e, wo- c-<ft'-'+<6'-'+. .•+«.', 

so hat man für v > Ä : 

(12) ö:^1+'-' 



r b 



,h > 



WO 6^_j^ die nämliche Bedeutung hat, wie zuvor, d. h die Summe der 
ersten v — ^ öheder eines rem periodischen Systembruches mit der Pe- 
riode P vorstellt. Gibt man dann auch <r wiederum die frühere, durch 
Gl. (4) fixierte Bedeutung und setzt: 



(13) <»' - ^ + 



, (6"'g4-P)-g ') 



so hat man nach Ungl. (10): 

und hieraus durch Addition von Q und Multiplikation mit -^ : 



6" 



(14) <<<''<< + ^ 



zunächst fClr jedes v > %, sodann aber auf G-rund von Ungl. (7), S. 97, 
a forttori füi: v ^k. Hit anderen Worten: die üngL (1) gilt auch in 
diesem FaUe, wenn man den v-gliedrigen Systembruch mit a^ bezeichnet 
und unter tf die durch GL (13) definierte Zahl 6 versteht. 

Um Bchließhch noch zu zeigen, daß es stets nur eine der Bedin- 
gung (1) genügende rationale Zahl ö gibt, werde angenommen, es 
sei auch: 

tf^ < T < tf^ -f ^ (fttr jedes v). 



1) Dabei ut allemal, 
wegen 


tf'<l, 




Q ^1 1 
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Setzt man diese Ungleichung m die folgende Form: 



und addiert sie sodann zu Ungl (1), so wird: 

also* 

\^--\<^ 

für jedes noch so große v Da aber lf>vl (s. § 13, Nr 8, S 82, Fußn. 2) 
bei unbegrenzt wachsendem v jede noch so große positive Zahl übersteigt, 
so würde die obige Ungleichung aussagen, daß \e — t\ Meiner ist, als jede 
noch 80 Meine positive rahonale Zahl Wären nun <f und r voneinander 
verschieden, so müßte die Differenz tf — r eine bestimmte positive oder 
negative, ihr absoluter Betrag also eine lestimmte positive rationale Zahl 
sein, kann also nicht Hemer sein, als jede positive rationale Zahl Somit 
ergibt sich mit Notwendigkeit, daß 

sem muß, mit anderen Woi-ten. es gibt, wie behauptet, nur eine eimige 
der Bedingung (1) genügende Zahl tf 

Es erschemt zweckmäßig, das soeben benutzte Beweisprinzip ein 
für allemal in folgender Weise zu formulieren- 

Kann mom von swei raUondlen Zahlen 6 und t nachweisen, 
daß I tf — « I < fi, wie Mein auch die positive rationale Zahl s an- 
g&nommm werden möge, so muß tf = t, also tf -- r = sein. 

2 Wir betrachten jetzt noch den zuvor ausgeschlossenen Fall der 
eingliedrigen Penode (& — !)• Ist zunächst der fragliche Systembruch 
rein periodisch, so hat man als Summe der ersten v Glieder: 

d h.: 

(15) ^^"1-^ (v-l,2,Ä...). 

An die Stelle der Ungl. (1) tritt sonut in dem vorliegenden Falle die 
Beziehung: 

(16) «J.<l-^ + ^,- ("^1). 
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Daiaus folgt dann für die Summe tf/ der ersten v Glieder eines unrein 
periodischen Bruches mit Je mcht-penodisohen Zahlern a^', , a^ und 
dei eingliedrigen Periode (& — 1) 

(17) «J. -y + . • + ^ + -. ^-, 



(18) <<£+l = «y; + i- (v^lc).') 

Es existiert also auch zu jedem Systembruche mit der einghedngen 

Periode {b — 1) eine bestimmte ra;t2oncde ZaTü (namlich 1 bzw. ^p— ) j 

welche zu demselben in einer ganz ähnlichen Beziehung steht, wie die 
oben mit e bezeichnete Zahl zu ugendeinem Systembruche, dessen Periode 
m<M jene spezielle Foi*m hat Nur tritt hier an die Stelle des eweiten 
TJngleichJieitsz&Kih.&xiB das G^ZezcÄÄeifezeiohen und, im Falle des rdn perio- 
dischen Systembruches, an die Stelle von tf < 1 die Zahl 1 ') Im übrigen 
zeigt das in den Formeln (16) und (18) auftretende G^Z^cM^zitszeichen, 

daß es außer 1 bzw ^rp- Tceme eweiie Zahl geben kann, welche der 

B^lation (16) bzw (18) genügt. 

3. Der Inhalt der Relationen (16) und (18) laßt sich noch in etwas 
anderer Weise formulieren, wenn man statt des periodischen System- 
bruches &^ bzw 6^' die Zahl 1 bzw. die reduzierte Form ^ des Bruches ^p - 

als das ursprünglich gegebene ansieht. Da in diesem Falle q nur solche 
Fnmfaktoren enthalten kann, die auch m h vorkommen, so läßt sich auch 



1) Für v<Ck hat man offenbar, analog wie früher 

"' < —jjr- < 'i- + &^ 

2) Dagegen hat man auoh hier allemal 
Denn es maß eein* 




mit AuBscMuß der Gletchhett, da diese letztere nur emtreten würde, wenn* 

was onmögboh ist, da ja der betreffende Systembruoh dann revn penodisoh aus- 
fallen würde 
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umgekehrt *' nach § 17, Nr 1 (3. 9Ü) atpt« durch wneu baKrenr.trtii 
Systembruch, etwa: 

also auch in der Form: 

darstellen. Daraus folgt dann weiter, daß ku dem oben nitt 6^' be- 
zeichneten Systembruche in der Beziehung (IH) ttaht Mit lünKunahme 
der Relation (16) können wir also folgende« auasprecUen: 

Bedeutet cc die ZaM 1 odt^ »nm positivm tcJ^i Jintchf 
dessen Iffenner nur JPrimfcücioren von b eiUhtÜtf m läfit SKk o^ 
mal ein unbegrenßtt forisetiharer Systembruch a^ mü der Bamt 6 
und der ängliedrigen Periode (Ä — 1 ) angebaif dmrari, daß: 

(19) tfv<«-^+^l 

(für v^h, wenn h die Anzahl der nicht-penodiwhen Glieder). 

Man erkennt zugleich, daß wiederum kein MweiUr (gleichgfiltig, ob 
periodisoher oder nicht-pmodischer) unbegren»t fort«8t*b»r«r Hyttem- 
bruoh tf/ existiert, welcher der Bedingung (19) oder auch nur der er- 
weiterten Bedingung: 

genügt. Wenn nämlioh in dieser letzteren das Oleichhminmtäim fQr irgttnd* 
einen besonderen Wert v-ä Geltung hat, lo gilt ei auch fOr j«/m v>kf 
da ja (nach § 16, Nr.J^, S. 97, üngl. (6)) ftlr v > äj 

Aus der in diesem Falle für v ^ A; also bettehendan Gleiohusg: 

«"■*■/ + jr 

folgt sodann durch Vergleichung mit (19) unmittalbir, daB ff/ «* ff^ fOr 
V ^ Ä und somit *; mit er, für jedes v geradem idenü^ek 'irt (§ 18, 
Nr. 8,8.98). ^* ^ 

Hätte man anderertleits beBtäudig; 



Nr. 4t § 18 Dei einem period. Systembruche zugeordnete gewöhnl. Brach Hl 
so Würde aus der Vergleichung mit (19) sich ergeben • 

also: 

Otf, d h. ^(Sv + l 
und somit schließlich: 

was mit der gemachten Annahme m Widerspiuch steht 

4 Um die vorstehend gefundenen Resultate möglichst aUgemem 
formulieren zu können, wollen wir die Bezeichnung „Systembruch" jetzt 
auf jeden Ausdruck von der Form* 

(20) <,^-^4.^ + f^4.. . + .^^ 

übertragen, wo g jede gane leliebige' natürliche Zahl (eventuell auch die 
NuU) vorstellen kann, wahrend im übrigen wieder ai, Og, • , a^ „Ziffern^' 
bedeuten, d h der Reihe der Zahlen 0, 1, • •, (6 — 1) anzugehören haben. 

Da sich ondeieraeÜB jede positive gehrochene Zahl in die Form g -\ — setzen 

läßt (wo — einen echten redueierten Bruch vorstellt) ^joxdi jed^ positive gange 

Zahl g auch durch (^— 1)+1 ersetzt werden kann, Bo4assen sich die beiden 

aufgefundenen Beziehungen zwischen Systemhruchen und echten Brüchen — 

bzw. der Zahl 1 durch Addition von g bzw. {g — 1) m entsprechende 
Beziehungen zwischen Systemhrüc^ten von der Form (20) und beliebigen 
(d. h. nicht mehr an die Bedingung ff ^1 gebundenen) positiven ratio- 
nalen Zahlen 6 umformen. Darnach ergibt sich aber schließlich der 
folgende Hauptsatz: 

Jeder positiven rationalen Zahl 6 läßt sich ein und nur ein 
tmbegremt foriseteharer ^), Obrigens allemal periodischer Systembruch 
0,, mit bdtebig vorgeschriebener Basis b euordnen, d&raH, daß: 

(21) (,^<tf^ff^ + i. (füxjedesi/-0,l,2,...). 



Umgekehrt gehört ssu jedem periodischeti Systembruche 6^ eine und 
nu^ eine der Bedingung (21) genügende rationale Zahl a. 



1) Unter einem unbegrengt fortseUharen Systembraoh ist, wie der ganze Za- 
sammenbang zeigt, ein fOr allemal em Boloher zu verstehen, welcher unbegrenzt 
Yiele von NuU verachtedene Zähler enthält Andernfalls könnte man ja auch emen 
begreniften Systembrach in dem Sinne als „uribegremt fortsettsbar" bezeichnen, daß 
es ia freisteht, denselben durch eme unbesfrenzte Folcre von lauter NvUm zu ver> 
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Es findet also zwisdien den positiven rationalen Zahlen einerseits 
und den zu einer bestimmten, aber beliebig zu wählenden Basis b ge- 
hörigen periodtschen SystembrucJien andererseits eine emdeuMg umkehrbare 
Beziehung von der Form (21) statt Dies ist in Wahrheit der eigentliche 
Inhalt derjenigen Aussage, welche beim Bechnen mit JDegzmalbruchen, 
also für den speziellen FaU 6 « 10, gewöhnlich in der Weise ausge- 
sprochen wird: man könne jeden rationalen Bruch m einen UMendlichen 
periodischen Dezimalbruch (aUenfaUs mit der eingliedrigen Penode 9) 
v&^andeln und umgekehrt Es entsteht nun die Frage, m wiefern man 
— ähnlich wie es ja beim Eechnen mit Dezimalbrüchen zu geschehen 
pflegt — jeden unbegrenzt fortsetzbaren periodischen Systembruch ge- 
radezu als Ersatg fflr eme gewisse rationale Zahl verwenden kann. Es 
erscheint zweckmäßig, bei der Beantwortung dieser Frage sich nicht auf 
die besondere Form der periodischen Systembrüche zu beschranken, son- 
dern emen allgememeren Typus unbegrenzt fortsetzbarer Zahlenfolgen 
dabei zu Grunde zu legen 

§ 19. Unbegrenzte Zahlenfolgen als Ersatz für rationale Zahlen: 
Bational-konTergente ZaMenfolgen. 

1. Es sei A^f A^, • , A^, — eme unbegrenzt fortsetzbare Folge 
rationaler Zahlen (behebigen Yorzeichens), d h es sei irgendeine be- 
stimmte Voi Schrift gegeben, yermöge deren für jeden behebigen Siiellen- 
zeiger v das zugehörige A^ bestimmbar ist (z B A^^ <S^, wo ö^ einen 
periodischen Systembruoh bis zum v**" GUiede einschheßlich bedeutet; 
femer: ^_-^, ^ _!1±^', ^ _ (-1)'.-^, ^_^-x)- asf; 

aber auch* ^ — v** Primzahl m der Eeihe der natürlichen Zahlen; A^ -=■ 1, 
wenn v das Quadrat einer natürlichen Zahl ist, dagegen J.^ » — 1 in 
jedem anderen Falle usf ). Femer werde angenommen, es existiere eine 
rationale Zahl A, welche sich von aUen ZaMen A^, deren Index v eine 
passend gewählte natürhche Zahl erreicht oder Übersteigt (anders aus- 
gesprochen: von aUen Zahlen A^ mit Ausnahme emer passend bestimmten 
Anzahl), bdi^g wenig unterscheidet. D h : wie klem auch ein positiver 
Bruch 8 vorgeschrieben werden möge, so soll immer eine natürhche 
Zahl n vorhanden sein, derart, dafi: 
(1) \A-'A^\<8 für jedes v^n. 

längern. Man bemerke übtigens, daß bei dieser Anffassung ein n-stelhger System- 
bruch ff„--iff nicht der Bedingung (21), Tiehnehr einer solchen von der Form. 

*r^ff<«yr-f gr (v — 0,1,2, .) 

genügen wflide, -wobei fflr v'^n ray ersten Teile der üngleichnng durchweg das 
GleicMiettsznciilvn gut 
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Die Zahl n wird natürlich wesentlich von der Wahl des s abhängen, 
in der Weise, daß im aUgememen bei Verkleinerung von s es notwendig 
sein wird, n zu vergrößern. Man konnte diese Abhängigkeit der Zahl n 
von der Wahl des s dadurch kenntlich machen, daß man », statt n 
schreibt, und m der Tat werden wir uns gelegentlich dieser Schreibweise 
bedienen, falls der Zusammenhang es wünschenswert erscheinen läßt, 
die fiagliche Abhängigkeit besondei's zum Ausdruck zu bringen Zu- 
nächst aber woUen wir es bei der in TJngl (1) angewendeten Bezeich- 
nung belassen und uns damit begnügen, em für aUemal hervorgehoben 
zu haben, daß m Ungleiohungspaaren von der Form (1) (wie sie in un- 
seren weiteien Untersuchungen als geradezu typisch sich äußert häufig 
einstellen werden) die Bestimmung der mit n bezeichneten Zahl aUemal 
wesenthch von der Wahl der mit e bezeichneten abhängt. 

Wii zeigen nun zunächst, daß, wenn es überhaupt eine den Be- 
dingungen (1) genügende rationale Zahl Ä gibt, es stets nur eine emmge 
solche Zahl geben kann, mit anderen Worten, daß die Zahl A durch die 
Bedingungen (1) voUhommen eindeutig bestimmt erscheint. 

Angenommen, es gäbe noch eine zweite Zahl Ä' der fraghchen Art, 
so hätte man zu beliebig klein vorzuschreibendem £ > : 

\A — ^ I < — etwa für v ^ », 

\Ä' — Ä^\<Y etwa für v'^n', 

und es würden daher, wenn N die größere der beiden Zahlen n und n' 
bedeutet, {iii v'^N die beiden Beziehungen 

gUicJi0eitig bestehen, sodaß also sich ergeben würde: 

\Ä'-Ä\<s 

Da es aber freisteht, die positive Zahl £ unbegrenzt zu verklemem^ so 

folgt auf Grund des m Nr. 1 des vorigen Paragraphen (S. 108) erörterten 

Beweisprinzips, daß: 

Ä'-Ä, 

womit also die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

Beispiele: Setzt man uäy—^j^ — l — ^^Xi; ^^ wird: 1— J^—^^jj, 
also: 1 1 — J^ I < «, wenn v -[- 1 > — , d h. v ^ », wo » die größte in — 
enthaltene ganze Zahl bedeutet. Somit ist J. *- 1 . 

Analog hat man für Ä^ — ^^jj - 1 + ^j^^, 1 1 — ^J — ^qjj; 
also J.«=- 1. 
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Man bemerke, daß die Glieder der ersten Zalilenfolge, nämlich: 
JL^ A. Aj i.^ . . ^ durchweg unterhalb der speziellen Zahl J. =» 1 hegen 
und sich dieser beständig wadaend nähern; während bei der zweiten 
Zahlenfolge, nämlich: y» '2 ^ T' T' * ' *^^® durchweg oberhalb 1 liegen- 
den Gh'eder beständig dbndymend der 1 zustreben 

Betrachtet man schüeßhch die Folge der Zahlen: 

so findet man wieder* 1 1 — jLI — — rr» also Jl «=■ 1, wahrend hier die 

v "^ 1 

Gheder der betreffenden Folge, nämlich: 

A Jl i. A 2ft4-2 2ft + l 

1 » 2 ' 8 ' 4 ' ' '» 2fi-j-l' 2/t-i-2' ■ ' » 

in beständigem Wechsel teils dberhfdbj teils unterhaV) der Zahl 1 liegend, 
dieser letzteren unbegrenzt naher kommen. 

2 Wirwollen eine unbegrenzt fortsetzbareZahlenfolge(uä<j,-4i, "jÄ^,"'} 
der betrachteten Art, also eme solche, die zu emer bestimmten rationalen 
Zahl Ä in der durch die Ungleichungen (1) dargestellten Beziehung steht, 
als raüondlrkonvergent bezeichnen und dafür das abgekflrzte Zeichen {Äj 
einfuhren. Da nach dem unmittelbar zuvor gesagten die Zahl Ä durch 
die Zahlenfolge {Ä^} voüig eindeutig bestimmt ist, so wollen wir da» 
Zeichen {^^j als JEVso^iSzeichen fOr die rationale Zahl^ zulassen, setzen 
also geradezu: 

(2) {-4}-^') 

und sagen* die Zahl A sei durch die Zahlenfolge [A^] darstdlbdar. 

Sollen nun diese neuen Zeichen für bereits vorhandene Zeichen wirk- 
lich brauchbar werden, so wird es auf Grund der bisher in analogen 
S^en befolgten Methode ") vor allem auf die Beantwortung der folgen- 
den zwei Fragen ankommen: 

1) Wie erkennt man, ob zwei Zeichen von der Form { -4^ ) , {AJ} die- 
selbe Zahl vorstellen, bzw welches der beiden Zeichen die größere (Tüei- 
nere) Zahl vorstellt? 

2) Wie lassen sich Summe und Produkt zweier in der Form [A^], 
[B^] vorgelegter Ziahlen durch Zeichen der nämlichen Art darstellen? 

3 Ehe wir diese Fragen erledigen, schicken wir noch die folgenden 
Bemerkungen voraus. Die in Nr 1 angestellte Betrachtung behält ihren 

«) Vgl 8 7, Nr 1 (S 88) und § 10, Nr 1 (S. 64) 
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Sinn; wenn die mit Ä bezeiclinete rationale Zahl die Ntill ist (vgL § 12, 
Nr 5, S 73), m welchem Falle, wegen | -- -4^ | =- | J., |, die Bedingung (1) 
die Form annimmt: 

(3) \A\<e ^^ v^n"-) 

(z B Ä^ -;rii' ^y^V^- ^^ woRen alsdann die Folge {Ä^} 
nach Bedarf noch spezieller als mdl-konvergent hezeichnen und setzen 
in diesem FaUe nach Analogie von (2): 

(4) {^.}-0.«) 

Die fiuU-Tconvergentm Folgen sind also lediglich eine besondere Gattung 
der rational -konvergenien. 

Femer: Smd die Folgen (-4.,,}, {JB^} rcMonalrkonvergent, so besitzen 
auch die Folgen [A^+B^,]j [Ä^—B^] diese Eigenschaft, und zwar hat rtian: 

(5) [Ä,±B^^A±B, wemi: [Ä,] ^ A, [B,] ^ B 

(auch im Falle J. -» oder bzw wid 5 — 0) 
Beweis. Man hat identisch 

a±b-{a,±b,)^{a--a;)±{b-b,) 

und daher: 

\{A±B)-{A,±B:)\^\A-A^ + \B-B^ 

Wird jetzt zu bebebig yorgesohnebenem £ > eine natürhche Zahl n 
so fixiert, daß ftlr v ^ m gleichzeitig: 

|X — ^|<Y, \B—B^.\<Y} 

80 folgt: 

\{A±B)-{A,±B,)\<s für v^n, 

womit die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung bewiesen ist 
4. Zur Beantwortung der am Schlüsse von Nr. 2 aufgestellten Fragen 

ergeben sich nunmehr die folgenden Sätze: 
Satz I Es ist: 

(a) (A}-(-B.j, u^enn: [A,-B,]^0, 

(b) {A,}^{B,},jen(u^dem: [A,-B,]^0 



">( 



1) Man pflegt diese Bedingung anoh in folgendet Weue aoiznapiechen Die 
\Äy\ weiden mit unbegrenzt waohsendem v behehig Jeletn 

2) z. B [-4^1 — 0, {- ^"^l ] — 0. — Im Anschluß an GL (A) lei nooh 

bemerkt, daß »ui: {^y} -i stets folgt {OvA*} — 0, wenn die \Gp\ wnterhdlb 
einer positiven Zahl bleiben. Umgekehrt folgt: {Ay} <— aus: { O^Äy) — 0, wenn 
die |0y| oberhalb emer positiven Zahl bleiben. 
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Die Richtigkeit dieser Aussagen geht unmittelbar aus Gl. (5) der 
vorigen Nummer hervor, wonach ja : 

Setzt man femer Ä^-B^^^ — D^, also B^^Ä^ + D^, so kann 
der Inhalt von Gl (la) auch so formuliert werden: 

(6) {Al-I^ + Al, wenn: |i),} ='0, 

und da es offenbar unbegrenzt viele Zahlenfolgen [JD^] von der Be- 
schaffenheit gibt, daß {DJ = 0, so folgt, daß jede rationale Zahl {J^} 
durch tmbegrenet viele Zahlenfolgen von der Form {A^-\-I>^] darstellbar 
ist (während umgekehrt jede rational- konvergente Zahlenfolge nur eine 
eimige Rationalzahl darstellt) 

Da speziell eine aus lauter gleichen Zahlen A bestehende Zahlen- 
folge der definierenden Bedingung (1) von Nr. 1 genügt, also lational- 
konvergent ist und die Zahl A darstellt (in Zeichen: [A] '= A), so folgt, 
daß mau behufs Anwendung der Beziehungen (I) zur Vergleiohung einer 
Rationalzahl A mit emer m der Form { 5, } vorgelegten die erstere nur 
in die Form {^} zu setzen braucht, daß femer die Zahl A auch durch 
alle mögliehen Zahlenfolgen von der Form {A + JD^] dargestellt werden 
kann und daß umgekehrt m dieser Form alle die Zahl A darstellenden 
Zahlenfolgen enthalten smd. 

Satz II. JEs ist: 

(H) K}4-{5,}-{^4-J&J 

Die Richtigkeit auch dieses Resultats ist beieits m Gl. (5) der vorigen 
Nummer enthalten. 

Satz m. Es tst- 
m (AI {5,}-{^5J 

Beweis Setzt man wiederum: 

{A,)'^A, { J?, } «= B (wo eventuell auch -4 — bzw B — sein kann), 

so hat man zunächst: 

AB - A,B, » AiB-B,) -f B,iA-A) 
und daher: 

\AB-A,B,\g,\A\'\B-B,\-[-\B,\'\A-A,\. 

Wie klein auch d > voj^eschxieben werden möge, so läßt sich n 
60 fixieren, daß für v ^ n gleichzeitig: 

\A^A,\<d, \B-B^\<d. 
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Aus der zweiten dieser Ungleichungen folgt dann noch, daß: 

B-$<B,<B-^d, also. \JB,\<\JB\ + d<\B\-{-l, 

wenn von vornherein ^ < 1 angenommen wird. Alsdann ergibt sich aber 
für V ^ M 

\ÄB-Ä^B^\<di\Ä\ + \B\ + l), dh <., 

wenn e > beliebig vorgeschrieben und überdies d <> r-rrTr^frr—, — an- 

genommen wird Damit ist die Richtigkeit der Behauptung (III) er- 
wiesen. 

§ 20 Periodische Systembrüche als Ersatz für rationale Zahlen. 

1. Auf Q-rund der im vorigen Paragraphen getroffeneu Festsetzungen 
laßt sich jetzt das Endresultat von § 18 m folgender Form aussprechen: 

Jeder uribegi enet fortsetsbaa-e periodische Sysiembruch a^ stellt 
eine und nw eine rationale Zahl 6 dar. Umg^ehrt ist jede ratw- 
nale Zähl <j durch einen und nur einen unhegrenet fortseteharen, 
übrigens siets periodischen Systemhruch tf^ mit vorgeschriebener 
Bosis b darsteUbar 

Beweis Nach § 18, üngl (21) (S 111) gibt es zu jedem perio- 
dischen Systembruch cf, eine und nur eine Rationalzahl (^, derart, daß: 

(1) <y,<<y^'J. + ^ (^'-0,1,2, .), 
also* 

(2) itf_tfj^i-^± für v-^n. 

Da aber zu beliebig klein vorgeschiiebenem £>0 sich n so fixieren läßt, 
daß — < fi, so hat man: 

(3) {tf,)-<T. 

Ist umgekehrt statt des periodischen Systembruches e^ die rationale 
Zahl 6 vorgelegt, so laßt sich nach dem zitierten Satze ein periodischer 
Systemhruch 6^ angeben, welcher die Relation (1) befriedigt, woraus 
dann wiederum folgt, daß 6 m der Form: 

(4). tf-lM 

darstellbar ist Indessen ist hier noch zu zeigen, daß wirklich nur em 
solcher Systembruch 6^ (mit vorgeschriebener Basis b) existiert. Denn 
aus den bisherigen Betrachtungen folgt nur soviel, daß aUemal ein und 
nur em der BeLation (1) genügender Systembruch tf^ vorhanden ist; daher 
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könnte es immerlim noch andere unbegrenzt fortsetzbare Systembrüohe tf/ 
geben^ welche einer üngleiohnng von der Form: 

|tf — tf/|<£ fttr v^n 

genügen, sodaß dann ebenfalls die Bezielimig: 

'■-{<) 

resoltiereu würde Um hierüber vollständige IQarbeit zu schaffen, be- 
weisen wir den folgenden, auch spater noch zu benützenden Eüfssate: 

8%nd tfy, tf/ moei niehi voWeommen idenUsche (d. h. Glied für 
Glied ubereinsUminende), imb^renet fortsäebwre Systembrw^ie mit 
dersdben Basis h (gldchgutiiig , ob periodisch oder mchi)^ so läßt 
sich eine natürliche Zahl m so fixieren, daß für v ^ m eine der 

leiden Differenzen tf/ — tf^ hew. tf, — tf/ steis oh erhall — hleibt 

Aus der Voraussetzung, daß tf^, tf/ nicht yoUkommen identisch sein 
sollen, folgt, daß es emen ersten Index A geben muß, bei welchem tf/ 
fQr V — % ein Glied mit cmderem Zähler enthält, als a^. Dabei sei etwa, 
um irgendeine Festsetzung zu treffen , der fragliche Zähler von tf/ der 
größere. Da er alsdann den entsprechenden Zähler von tf;,, mindestens 
um 1 übertreffen muß, so hat man zunächst: 

(6) <^tf* + ^^ 

Da femer tf/ emen wnbegrenet fortseiehoff'en Systembruch bedeuten sollte, 
so müssen auch hinter der Stelle mit dem Index h noch Glieder Yor- 
kommen, die von NvM versdUeden sind. Sei etwa m, wo also m ^ X; + If 
der Index des ersien solchen Gliedes, so ist: 

und daher ftlr i/ ^ m a fortiori: 

(7) <k<». + ^ + ^- 

Andererseits hat man für jedes i^ > ^, also sicher auch für «/ ^ ^i * 

(8) <>u+j'^<', + ^, 
folglich: 

und somit sdiließlioh: 

(10) <-^>^ ^**^ *'^*^ 
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Das entsprechende findet offenbar im Falle <Sk^(Sk ^^^^^ Damit ist abet 
der ausgesprochene Hilfssatz bewiesen. — 

Zunächst folgt nun daraus, daß niemals gleicheeiUg : 

(j=(<yj und ff-n{tf/} 

sein kann Denn alsdann müßte nach Satz I, G-l (Ja) {tf^ — tf/} — 
sem, also | tf, — ff/ 1 für hmlänglich große v beliebig hlem werden, wahrend 
doch soeben gezeigt wurde, daß | ff, — tf/ 1 fftr v ^ w stets oberhalb eines 
bestimmten Bruches bleibt 

Somit gibt es in der Tat zu jeder rationalen Zahl ff nur einen 
emsigen und zwar allemal periodischen Sjstembruoh ff,,, derart, daß 

2 Ist ff = (ff^l und 

so pflegt man statt der von uns benutzten Bezeichnung: 

zu schreiben 

(wobei also die Punkte am Ende des Systembruches dessen unbegrenzte 
Fortsetzbai'keit andeuten sollen) und sagt dann gewöhnlich, die rationale 
Zahl ff werde durch den betreffenden „unenäUchm^' (periodischen) System- 
bruch dargestellt, oder auch umgekehrt, der wo^e Wert jenes wnendUcken 
Systembruches sei die rationale Zahl ff. 

Setzt man in den vorstehenden Betrachtungen speziell & » 10, so 
ergeben sich die bekannten BiCgeln über die Darstellung rationaler Zahlen 
durch periodisohe Dezimalbrüche und über die sogenannte Verwandlung 
periodischer Dezimalbrüche in rationale Zahlen. 

Für gewisse analytische Zwecke bietet noch der Spezialfall h ^ 2, 
also der Fall der „dyadischen^* Brüche, besonderes Interesse. Diese letz- 

1) Man kann dieses Ergebnis Im Zaaammenhange mit dem Endresnltat von 
§ 18 (S 111, üngl (81)) auch folgendermaßen anaspreohen. 
Ist 

so hat man stets 

ff„ < tf ^ tfy + -p 

(wobei das QleusMiettazeiohen fQr v^X;, wo Jfc^O, nnr dann Geltung hat, wenn a 
«ine ganze Zahl ist oder als rednaberter Bruch nur Pnmfaktoren von h im INenner 
«nthält, also ff^ die eingliedrige Periode <& -^ 1) besitzt). 
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teren zeichnen sich, wie es das dyadische System mit sich bringt^), in- 
sofern durch besondere EinfacKheit ans, als für die sämtlichen Teil- 
zäUer a, nur die Zahlen und 1 zur Verfügung stehen. Im übrigen 

gelten hier offenbar fOr jeden reduzierten Bruch — die folgenden Sätze: 

1) Nor wenn q von der Form 2^, laßt sich — durch emen härensten 

dyadiBchen Bruch darstellen, der auch durch emen utihegreneien mit der 
Periode 1 ersetzt werden kann, z B.* 



1 

2 


r 1 
■^2 1 

=- 2"*+ 2^+2^+ ■ " 


1 
"25 

"=2»"'" 2*"^ 2»"'" *■ * 


8 

4 


2^2» 

»I + I + I4- 
2 T^2«^2*^ 


oder in dyadischer Schreibweise: 




if»(0,l) if»(0,01) 

2 l'=-(0,oiii. ..) M = (o,ooiii. ..) 


8 f =(0,11) 

* .(=.(0,10111.. .) 


Speziell ist: i i i 

l = Y+2l+2« + 


. 




„ 


(0,111 . .) 







2) In jedem anderen Falle resultiert em periodischer Bruch mit mm- 
destens zweigliedriger Periode, und zwar em rem periodischer, wenn q 
wigerade, em imrein penodischer, wenn q gerade, z. B.: 



I=»l4.1 + 1_L 
8 2' ~ 2* ~ 2" ~ 

I = lj.l4.i4. 
(j 2' "" 2' "■" 2^ ' 



-(0,010101 . 
= (0,0010101 



•) 



§ 21. Unbegrenzt fortsetzlbaTe nicht-periodische Systembiüche. — 
Das Badizienmgsprohlem. 

1. Nachdem wir durch die Aufgabe, emen rationalen Bruch m 
systematischer Form darzustellen, zu dem Begriffe des unbe^renet fori- 
setebaren periodisdien Systembruches gelangt smd, läge es schon an sich 
nahe, auch unhegrenet fortsetgbare mcht-periodische Systembrtlche^ in den 
Ereia unserer Betrachtung zu ziehen. Auf die HersteUuog deiartiger 
Systembrüche wird man aber geradezu mit logischer Notwendigkeit ge- 

1) Vgl % 16, Nr 2 am Scblnise (S 96) 

2) Z B 0,12112111211112 . ; 0,128 . 91011 99100101 • (usf., d h 
die geordnete Folge der natürlichen Zahlen in dekadiaober Schreibweise) 
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führt, wenn man versucht, auch die Opeiation des Potenzierens um- 
eulcehren und zwar zunächst in der Weise, daß man den Potenewert und 
den Exponenten als gegeben, die Basis als yorläufig u/nbekavmt ansieht 
Es handelt sich also darum, eme Zahl x zu bestimmen, welche der Glei- 
chung genügt: 

(1) x'^^a. 

Eine solche Zahl x, sofern ste uberliawpt existiert, wiid w** Wweel aus a 
genannt, in Zeichen: 

(2) ic-Va (m^2) 

Dabei wird m als Wwßelexponent, a als der Radikand, die durch GL (1) 
geforderte, durch Gl. (2) angedeutete Operation als Radtgierung be- 
zeichnet. 

2. Wir nehmen zunächst m und a als jposittve ganze Zahlen an. 
Bildet man sodann die Reihe der Zahlen 1*", 2"*, 3"', , so gelangt man 
entweder zu einer Zahl g^, derart, daß: 

(3) ^'" = a, alao: Yä <= g , 

oder es gibt m jener Eeihe keine solche Zahl ^"'. Dabei wird offenbar 
der letztere Fall der bei weitem häufigere sein Denn bedeutet g irgend- 
eine positive ganze Zahl, so hat man mit Benützung des binomischen 
Satzes (^ + l)'">ö^ + »»ö''"*"S sodaß also ewischen g"^ und (^ + 1)'" 
mindestens mf-^ (für w>2 sogar stets mehr als mf'^) verschiedene 
game Zahlen liegen Fällt also a mit irgendeiner dieser Zwischenzahlen 
zusammen, so ist die Existenz einer Beziehimg von der Form a^f 
allemal ausgeschlossen. Es läßt sich dann aber zunächst zeigen, daß 
auch "keine gebrochene Zahl |- existieren kann, dergestalt, daß: 

(ff-ö; also: ^;-a 
Denn da man p und g stets als relativ prtm annehmen kann, so gilt das 
gleiche von jp"' und f", sodaß also ^ niemals eme ganee Zahl a vor- 
stellen kann. 

Es wird nun, wenn nicht gerade a — ^, in der Reihe der Zahlen 
l*», 2"», 3"*, •• eine und nw eme Zahl g"^ (wo^^l) geben, derart, daß: 

(4) <7"*<a<0 + l")"'- 

Bedeutet jetzt wiederum & eine beliebige natürliche Zahl ^ 2, und bildet 

man die Reihe der Zahlen: 
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wo O^Oi^J — 1, vorfindeo, sodaß • 

(5) (^+^r<«<(^+^r 

Bildet man dann weitei. 

so ergibt sich analog: 

wo ■wiederum a, eine ganz bestimmte Zahl aus der Eeihe 0, 1, • •,(]!> — 1) 
bedeutet 

In dieser Weise fortfahrend erhalt man offenbar eine unbegrenzt 
fortsetzbare Folge ron Ungleichungen der Form: 



(7) ff^«.<a<(tf^ + l)" (v-0,1,2,..), 



wo: 

rf _ /i a- £i _i_ .X 



0,-9 + ^+ ■ + * 



und g eme gewisse ganze Zahl, im übrigen a^, , a^ „Ziffern", d h 
Zahlen aus der Reihe 0, 1, • • •, (6 — 1) bedeuten. 

Man gewinnt also bei dem eben entwickelten YerMiren einen un- 
hegrenM fortseteharen Systembruch, dessen m^ Poteng zur Zahl a in einer 
ahnlichen Beziehung steht, wie ein penodUcJier Systembruch zu einer 
bestimmten rationalen ZahL Es laßt sich aber auch zeigen^ daß die Folge 
der Zahlen (tj^ {y — 0, 1, 2, • ) eine raiional-'konvergmte ist und daß man 
daher die Ungleichung (7) geradezu durch die folgende Qleii^wng er- 
setzen kann. 
(8) {*.•»}-« 

3. Um dies nachzuweisen, bringen wir TJngl (7) zunäohät auf 
die Form. 

also: 

Behufs Umformung der rechten Seite dieser Ungleichung gehen wir aus 
von der für jedes r geltenden Identität: 
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Setzt man r = — und multipliziert mit ^", so folgt daraus : 

(10) i)"* — g^=-(i7 — ff)(p"'-l+^"*-^'(2'+ ..+p.gr'«-»4-gm-l) 

und daher für jp > g > (wegen, i)"-' 'ff*- i<i)"'-* für v=»2,3, ,w): 

(11) I i?'" - g'" I - i)" — 2"' < (p — g) wjp"»- ^ 

Wendet man diese Ungleichung auf die rechte Seite von Ungl. (9) an, 

so wird. 

I 1 / l\"«-i 

^^•m G?+l)«-^ 
Wird also n so fixiert, daß 

(^^^ &^ ^ m 0/ + !)'"-» 

(was, wegen &">»»&, sicher der Fall ist, wenn nb ^ - '^"^ j so 

hat man: 

(13) |a — tf;»|<fi für v^«, 

und somit, wie behauptet: 

(14) W)-<^ 

4. Während hiemach die Folge der Zahlen tf/' (v — 0, 1, 2, ) zu 
den rational- konyergenten gehört, so läßt sich zeigen, daß das gleiche 
für die Folge der Zahlen tf^, also für den wnhegrmet fortsetebären Systeni- 
bmch 6^ nicht der Fall ist. Denn wäre etwa: 

(15) {(T^) — tf (d. h. rationat), 

so fände man durch wiederholte Anwendung des Satzes III von §19 
(S. 116): 

also: 

(16) (tf^'»)-<f». 

Dann würde aber aus der Yergleichung mit Gl (14) sich ergeben 

ö^ — a, also: y« — tf, 

was der VoraHSsetmwg widerspricht, wenn 9 eine ganze Zahl, aber auch, 
wie bewiesen, unmöglich ist, wenn ein (unechter) Bruch sein sollte. 

Der unhegrengt fortsetßbare Sysiembruch a^ kann also in "keinem Falle 
eme rationale Zahl vorstellen. Daraus folgt zugleich, daß er ein mcht- 
nfirindisrhpr Rflin muß 
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6. Die soeben angestellte Betrachtung legt nun aber unmittelbar 
den folgenden Schritt nahe. Angenommen, es gelange, eme neue, also 
unter den rationalen Zahlen nicht vorhandene Zahl S so zu definieren, 
daß für jedes v: 

(17) ^r<S<<S.-^^T, 

SO hätte man, falls auch noch S"* in passender Weise definiert weiden 
kann* 

(18) ff,'"<5'»<(^ + ^)'", 

und daraus, wie oben (vgl (7), (8) bzw. (14))* 

(19) {tf/} — 5"', also: S»" = a und: fa^^S 

Somit würde uns die fragliche Zahl S wirklich die Lösung des vorge- 
legten Problems liefern. Hierzu wäre nur zu zeigen 

1) Daß die Ungl (17) wirkhch zur eindeutigen Definition 
emei neuen Zahl S ausreicht, d. h daß jener Zahl S auf G-rund 
der Beziehung (17) ein emdewttg bestimmter Plate innerhalb der 
Gesamtheit der rationalen und der neu eu erschaffenden Zahlen 
vom Typus S zukommt 

2) Daß auch iS"' m bestimmter Weise und zwar so defimert 
werden kann, daß aus UngL (17) allemal das Bestehen von 
UngL (18) folgt, oder, gleich etwas allgemeiner, daß die vier 
Spezies sich mit Eihaltung ihrer fundamentalen Eigenschaften 
auf die Zahlen vom Typus S ausdehnen lassen 

Statt nun aber die niclit-periodischen, unbegrenzt fortseUibaren System- 
bru(^e zur Definition jener neuen Zahlen zu benutzen, schemt es zweck- 
mäßig, diese Defimtion von vomherem an einen etwas aUgemeinerm Typus 
von unbegrengt fortsetebaren Folgen rationaler Zahlen anzuknüpfen, in ana- 
loger Weise, wie wir oben (§ 19) bei der Emführung neuer Zahlzeichen 
für die rationalen Zahlen statt der penodtsdien SystembrticJie gewisse 
ailg&nemere ZaMenfdlgen zu Grunde legten Diese besonderen Zahlen« 
folgen, welche, wie sich zeigen wird, sowohl die raUonal-hmvergenten 
Zahlenfolgen, als auch die unbegrenet fortsetebaren, mcht-jpenodischen 
Systenibrüdie als spezielle Fälle umfassen, sollen nunmehr zunächst 
definiert und auf ihre für uns wesenthchen Eigenschaften untersucht 
werden. 
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Kapitel m 

Konvergente Zalilenfolgen, reelle Zahlen 
und Grenzwerte reeller Zahlen. 

§ 22 Definition und allgemeine Eigenschaften konyergenter 

Zalilenfolgen. 

1. Es werde mit 0^,0^^ • •, c^, • oder, kürzer gesehiieben, mit (c,) 
eine nach irgendwelcher Rechenvorsohnft unbegrenzt fortsetzbare Folge 
rationaler Zahlen bezeichnet ^) Laßt sich alsdann jed&-, insbesondere 
also jeder noch so Idemen positiven Zahl e eine natürhohe Zahl n so zu- 
oidnen, daß* 

(I) |Cn+e-cJ^fi für 9 = 1,2,3, ., 
so soll 

(poj ^)' >^vf ' ) ^^^h kürzer geschneben [c^] *) 

eine Iconvergente (rationah) Zahlenfolge heißen 

!Es verdient zunächst bemerkt zu werden, daß man die dsßmerende 
Ungleichung (I) auch durch jede der beiden folgenden ersetzen kann : 

(II) I ^n+fl — ön I <^ * T'^"^ Ausschuß dcT GimcMieit) 
oder: 

(III) lc.+?-cJ<« für v^w, (» = 1,2,3, , 

welche mehr zu verlangen scheinen, als Ungl (I), in Wahrheit abei stets 
erfüllt (genauer gesagt' durch geeignete Bestimmung von n stets erfuUhwr) 
sind, sodEdß man sie gleichfalls als Definttionen für die Konvergenz der 
Zahlenfolge (o^) ansehen kann, ohne daß hierdurch der Kieis der zu- 
lässigen Cy mehr eingeschränkt wud, als durch die Bedmgung (I) 



1) Während in den beiden ersten Kapiteln kleme lateinische Buchstaben 
immer nattlrliohe Zahlen, kleine gneohisohe fMStUve rattoncHe, gioße lateuusche 
rationale Zählen helteibigen Voreeichena bedeuteten, wird von jetzt ab diese Unter- 
scheidung aufgegeben und, soweit erforderlich, von FaU zu Fall ausdrücklich er- 
klärt, welche Art von Zahlen durch wgendwelche Buchstaben reprasentieit wird 

2) Es bedeutet also allemal das Zeichen [cj eine bereits als honvergent er- 
kannte Zahlenfolge, w&hrend (ö,) eine Zahlenfolge bedeutet, die eventuell auch 
konvetffent sein Tcatvn. deren Konvergenz indessen noch nicht feststeht 
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Nimmt man nämlich eine positive Zahl d <is an, so kann mau, 
-wenn nur die Bedmgung (I) besteht, n so fixieren, daß: 

|c„+p-«„l^* (^-1,2,3,...), 
BO daß also sicher: 

!c„+,-cJ<« (p-1,2,3, ..), 

m Überemstimmung mit (II). (NB. Die Zahl n in (II) wird natürlich im 
aUgememen eine andere, nämhch größere sein, als diejenige m (I). Das 
ist aber ojBfenbar unTvesentlioh, es kommt immer nur darauf an, daß sich 
jedem ff>0 irgendein positiTes ganzzahliges n zuordnen Mt, derait, daß 
die m Frage kommende Beziehung erfüllt ist) 

Besteht nun aber die Bedingung (II), so kann man auch n so 
fixieren, daß. 

,c«+e-cj<y ((»»1,2,3, ), 
und daher: 

|c,+<,-c„|<Y fttr: "^ n, 9 - 1, 2, 3, . . 
Da aber^): 

so folgt schließlich' 

I ^+Q - Cv I < « för: V ^ M, (> — 1, 2, 3, . . , 

d h es besteht dann allemal auch eine Beziehung von der Form (lU). 

Daß umgekehrt auch (11) erfÜUt ist, wenn (IH) besteht, erkennt mau 
unmittelbar, wenn man in (III) speziell v -^ n setzt Sodann ist aber 
auch (I) a fortiori erfüllt 

Hiernach smd also die Bedingungen (I) — (HI) bezüglich ihrer Trag- 
weite als TÖlhg äquivalent zu betrachten, und es steht daher vollkommen 
fi-ei, je nach Bequemlichkeit, sich der einen oder anderen zu bedienen. 

2. Offenbar smd die m § 19 eingeführten ra^lona^^1;0r^0n^ Zahlen- 
folgen {c^} — c auch schlechthin Jconvergente Folgen.") Denn aus: 



1) S g 12, Nr. 6 (S. 76). 

2) Es bedentet also {c^} eine bereits ali rational-konvergent erkannte Zahlen- 
folge, [cj eine konvergente Zahlenfolge, die möglioherweiie auch rattonaUkon' 
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folgt: 

\o-c,^,\<{ für: v^«, 9=1,2,3, 

und daher wegen | c^+^ - cj = |(c - cj - (c — c, +,,) : 

1 <^v+Q — ^v I < * ^^' v ^ w, 9 =- 1, 2, 3, • • 

Bedeutet ferner 6^ einen beliebigen (d. h gleichgültig, ob perio- 
dischen oder nicht -penodischen) unlegrenet fortsdehat en Systemhruch, so 
hat man: 

<— , also auch* <— für: v ^ w, 

und daher: 

l^+(.-<^v!<« fttr: v^n, (»-1,2,3, •-, 

wenn nur n wiederum so fixiert wnd, daß --^s. Somit liefert jWer 

& 

wn&e^re«0^ fortsetghare Systembrudi tf, eme Jcomergente Folge [tf J . 

3 Die Zahlen c^ einer konvergenten Folge müssen, zum mindesten 
von emer bestimmten Stelle ab, sämtlich positiv oder scmiüich negativ 
sem, außer wenn ihre absoluten Beträge mit unbegrenzt wachsendem v 
leliehig Mein (s, S. 115, Fußn. 1) werden. 

Haben nämlich die c^ mcht von irgendeiner Stelle ab dasselbe Vor- 
zeichen, so müssen zu jedem o^ noch unhegrenef viele c^^^ mit etytgegen- 
gesetfstem Vorzeichen, also mit dem Voi-zeichen von — c, existieren, und 
man hat daher für jedes v und unlegr&nzt viele q : 

|c.+p-c,,-iö,+p|-Mc,|>lc„ . 

Soll also für V ^ w durchweg: 

|c,+<p-C,l<fi 

ausfallen, so ist dies nur möglich, wenn für v ^ n durchweg* 

\Or\<B. 

Hiernach kann bei emer konvergenten Folge der Fall tmhegrenist 
vider Zeichenwechsel nur dann eintreten, wenn die | c^ \ mit unbegrenzt 
wachsendem v hdiebig Tdein werden, oder anders ausgedrückt, wenn: 

W-(c,}-0 

Also: Eine konvergente Zahlenfolge mit unhegrenet vielen ZeicIienwecJisehi 
ist stets null-konveraent 
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4 Betrachten wir jetzt eine Zahlenfolge, deren Glieder c^ von irgend- 
einer bestimmten Stelle ab dasselhe, etwa das posütve Vorzeichen haben 
Alsdann lann ebenfalls dei besondere Fall eintreten, daß die c^ mit unbe- 
grenzt wachsendem v hehebig Mein werden, daß also wiedemm 

In jedem anderen Falle muß es eine gewisse positive Zahl <x geben, deiart, 
daß unter den Zahlen c^, wie weit man dieselben auch verfolgen mag, 
stets ftolche Vorhemden sind, füi welche c^^cc Nun nehme man eme po- 
sitive Zahl s behebig, aber j'edenfalls < a au und ordne ihr eine positive 
ganze Zahl n so zu, daß: 

|c,+^-cJ<fi für v^M, 9-1,2,3,.. 

Alsdann hat man, wenn r eme solche ganze Zahl ^« bedeutet, daß 
speziell c^ ^ «, auch: 

also : 

und daher: 

(1) c,-£<c,^.^<c,+ fi (()-l,2,3, .)• 

Die leiden äußeren Q-Leder dieser Ungleichung sind bestimmte posi- 
Uve Zahlen, da ja £ < cc ^ c^ Im Übrigen steht es frei, e behäng Mein an- 
zunehmen, sodaß die beiden Zahlen c^ — b und c^ + « sich heliebtg wenig 
voneinander unterscheiden. ^) 

Da das analoge offenbar für konvergente Zahlenfolgen mit schließ- 
lich negativem 'Vorzeichen gilt, so läßt sich das Ergebnis der in Nr JJ 
und 4 angestellten Betrachtungen folgendermaßen aussprechen 

Ist die "konvergente Zahlenfolge [c^] Tceine ntdl-konvergente, so 
gilt es (mbegrenzt viele) Faare von posiUven, Idiebig ipenig von- 
einander verschiedenen raMonalen Zahlen c', c", dergestalt, daß fw 
aUe V, die eine gewisse natürliche Zahl r erreichen oder über- 
steigen, cdso für v^r, eme der Beeiefmngen besteht: 

(2) c'<c^<c" bzw. —e'<c^<-6. 

1) Man kann den einsobheßenden Schranken c^ — a und c^ -{- s auch eine 
Form geben, welche zum Auadmck bringt,' daß jene beiden Zahlen nicht nur <Sbt\ - 
hm/pt, sondern auch «n Verhältnis zu ihrer eigenen Ghröße sich lelitibtg tcentg von- 
einander unterscheiden (was zuweilen nützlich erscheint, zumal wenn c^ selbst sehr 
Hein ist). Wird n&mlioh em positiver echter Bruch 8 beliebig Uem angenommen 
und sodann s^^S a gesetzt, so findet man: 

c^ — 8 =1 c^ _ tf « ^ (1 _ ^ c, 

c 4- s =•€ -\- 8a ^(14-8) c 
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Hieraus, im Zusammenliaiige mit der Tatsache, daß die absoluten 
Beträge der Glieder einer null- konvergenten Zahlenfolge schließhoh be- 
hellig klein werden, folgt weiter: 

Die absoluten Beträge der Glieder c, einer Tconvergenten Zahlen- 
folge bleiben stets unterhalb und, wenn die Folge Jceine nuH- 
honvergenie ist, gum mindesten von einer bestimmten Stelle ab^), 
auch oberhalb einer positiven Zahl. 

5. Satz Die Konvergenz einer Folge [cj wird nicJit beemirachtigty 
wenn man eine begrenzte oder unbegremte Menge von Gliedern c^ 
wegläßt oder die Glieder einer beliebigen ümordmmg unterwirft. 
Der erste Teil dieses Satzes kann auch folgendermaßen ausge- 
sprochen werden* 

M^t der Zahlenfolge [cj konvergiert auch jede aus ihr heraus- 
gehobene Folge 
Beweis. Da die Definition der Konvergenz emer Zahlenfolge nur 
über diejenigen Gheder etwas aussagt, deren Index eine gewisse (übrigens 
behebig groß zu denkende) Zahl übersteigt, so folgt unmittelbar, daß die 
Weglassui^^) einer begreneien Anzahl von Gliedern auf die Konvergenz 
der Folge keinerlei Einfluß übt 

Es bedeute nun ferner «?(,, m^, • •, m^, • eme unbegrenzte Folge 
aus der Keihe 0, 1, 2, • • • herausgehobener wachsender Zahlen. Man hat 
alsdann ausnahmslos m^'^v und zum mindesten von einer bestimmten 
Stelle ab sogar »w^ > v (mit Ausschluß der Gleichheit) Aus der Be- 
ziehung . 

folgt daher a fortiori: 

!c«,^,-Cn.J<« für: v^n, 9-1,2,3, , 

d. h die Folge (c^, c^^, • , c , - ), also jede aus der Folge [cj durch 
Weglaqsung beliebig vieler Glieder entstehende (bzw. herausgehobene) 
Folge ist in der Tat konvergent 

Es bedeute femer (V^^iV '»ö/»"*) ^^"ö Zahlenfolge, die aus der 
Folge (Cq, <?!, ' ,c^,' •) durch eme bloße Umordnung der Glieder hervor- 
gegangen ist Wird dann m zu beliebig vorgeschriebenem £ > so 
fixiert, daß: 

l^+?-öJ<« fttr: v^w, 9-1,2,3,..., 

1) Die Folge konnte ja, ohne eine nuM-konvergenU za sein, ein oder mehieze 
Male die Null all Glied enthalten 

2) Offoabar kOnnte man anoh eine begrenzte Anzahl von Gliedern beliebig 
abändern, ohne die Konvergenz zu beeinträchtigen. 
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SO nehme man n so groß an, daß m der Reihe der Zahlen Cq', c^', i c^_i 
die samÜichm Zahlen Cq, c^, • , c„_i vorkommen und daher die Folge 
Kt K+i> ' ' ^^ solche Zahlen enthalt, welche der Folge c^,c^+i^ 
angehören, mit anderen Worten solche c^, für welche v ^ m Alsdann 
folgt aber, daß. 

I Cv'+e — ^v l< « f^i v'^n. Q = l, 2, 3, , 

womit die Konvergenz der aus der Folge [c,] durch TJmordnung entstan- 
denen Folge der cj erwiesen ist 

6. Eme Folge von Zahlen a^, welche durchweg einer der Be- 
dingungen genügt: 

(3) «r+i — ötv^O ^z^ öj,+i — a^^O, 

soll monoton und zwai im ersten FaUe niemals abnehmend, im zweiten 
memdls mnehmmd heißen Ist durchweg 

(4) a, ^1 — a^ > bzw a^^^ — a^<0 

(mit Aussclüuß der Gletchheit), so heißt die Folge m,onoton zunehmend 
bzw mofwton abnehmend 

Beispiele monotoner, niemals abnehmender Folgen bilden alle un- 
begrenzt fortsetzbaren Systembrüohe tr^ (i; = 0, 1, 2, • ), Beispiele «ee- 
rndls zunehmender Folgen alle Systembrüche mit um 1 vermehrtem End- 
zähler, also die Zahlen von der Form fiy-\- — Denn nach § 16, Ungl (7) 

b 

(S 97) hat man stets 6^ £ flf,,+i, dagegen tf^ -f- — ^ tf^+i -|- :^ 

Für solche monotone Zahlenfolgen gibt es em Überaus einfaches 
Kennzeichen der Konvergenz; es gilt namhch der Satz. 

Sind die ZaMen a^ zum mindesten für v'^m monoton und 
bleiben ihre absoluten Betrage unter einer endhehen SchranJce, etwa 
la^lKfff so ist die Folge der a, etne konvergente 

Beweis Es seien, um eme Festsetzung zu treffen, die a^ für i/^?n 
niemcds abnehmend, also ö,+i — «^ ^ 0. (NB. Die a^ können dabei po- 
sitiv oder negativ sein.) Angenommen nun, die Folge (aj wäre h&me 
konvergente, so müßte es eine positive Zahl a geben, derart, daß zu dem 
GUede a^, wie groß auch v angenommen werden möge, immer noch em 
späteres GLed a,^. existiert, für welches die (nach Voraussetzung nicht 
negative und bei Vergrößerung von q niemals abnehmende) Differenz 
öy+p — a, nicht unter jener positiven Zahl a liegt, also: ö^+« — »^ ^ a. 
Man konnte also aus der Folge (aj eme wib^enet fortsetzbare Folge 
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von Gliedern a . a ^ ^ , a , 



+e,'' 


•> 0>n + q^, 


herausliebeii, dergestalt, 


daß. 


^n + (f. 


-*« 


^« 




<*«+e. 


-^n + n. 


^ « 




^«+?* 


- ^"+e*- 


1 — 





Durch Addition dieser Ungleichungen würde sich Bodaim ergeben: 

also 

d h o>n+Qj, müßte, da es ja freisteht, h, also auch Jca, unbegrenzt zu ver- 
größern, scMießlich jede noch so große positive Zahl übersteigen, was 
der Voraussetzung Iö^„+fl.| <i9 widerspricht. Somit war die obige An- 
nahme unzulässig, d. h die Polge der a^ muß eine Jconvergente sein. 

Für eine niemals zunehmende Folge (h^) folgt dann die Richtigkeit 
unserer Behauptung unmittelbar aus der Bemerkung, daß ja die Folge 
(— hj) eme niemals abnehmende, also Iconvergenie ist, sofern nur 1 6, | < ^. 
Gleichzeitig mit der Folge (— &J ist aber allemal auch die Folge (6J 
eine "konvergente, da ja: 

1^+^ -K\"\-\+e + K\^\ (-^+P - i-K) I 

7. Satz. Sat man ewei konvergente Zahlenfolgen [aj, [&J, so "hon- 
verg%eren auch die Zählenfolgen: 

und, falls die Folge [&J Iceine nuH-Tconvergente und Tcem emeelnes 
&, — «if, auich die Zahlenfolge: 

Beweis. Setzt man: 

"f -I- *'* *'i" 

so folgt: 

c^+ff — ö^ - {a^^g — a^) ± (6^+^, - 6J 

Wegen der Konvergenz der Folgen [aj, [6J läßt sich n zu jedem 
« > so fixieren, daß gleichzeitig: 

l».+^-arl<-J, l^+f-M<T för: v^n, p - 1, 2, 3, • • 
und daher in demselben Umfange: 

(5) k*+e - ^ 1 ^ I ^v+«. - «* I + I &,+^ - 6J < fi, 

sodaß also die Folge der c,, d. h der a^ + \ bzw. a^ — 6, "konvergent isi 
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Setzt man gweitens- 
so folgt: 



Nr 7 



a^h^ =■ c,, 



'v + Q 






Aus der Konvergenz der Folgen [aj, [&J ergibt sich (s Nr. 4 am 
Schlüsse), daß die \ü^\, \h^\ durchweg unter einer endlichen Schranke 
bleiben, etwa: 



und daher* 



^v + y 



\(^y\<ff, \K + g\<9, 



Wird jetzt n so gewählt, daß gleichzeitig 



«v+p-^vKä^, 



für v'^n, Q = l,2, S, 



\+(,-K\<j-g 
so folgt, daß in demselben Umfange* 

also die Folge der c^, d h der a^ö^ hmvergent ist — 

Wird jetzt ausdiücklich Torausgesetzt, daß die 6^ durchweg von NuU 
verschieden und daß die Folge [JbJ keine null-konvergente ist, so folgt, 

daß die -^ (v =» 0, 1, 2, • ) durchweg bestimmte Zahlen smd, deren abso- 

lute Betrage vMerhalb einer gewissen Schranke bleiben (da ja nach dem 
Schlußsatze von Nr. 4 die 1 6^ | dberhtäh emer positiven Zahl bleiben 
müssen), etwa* 



Man findet sodann. 



&, 



<9' 



f+p 



\K-K^o) 






<9' 



K+Q - K 



< B für V ^ » , 
wenn n so fixiert wird, daß: 

[K+,-K\<ji für v>n. 

Somit ist unter den bezüglicli der h^ gemachten Emsohränkungen gleich- 
zeitig mit der Folge der h^ auch diejenige der , eine Iwfwergente 

1 
Wegen ■^<==a^ -j- ergibt sich dann schließlich mit Hilfe des un- 

mittelbar zuvor gefundenen Resultats auch die Konvergenz der Folge 

(t) 
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Zusatz Setzt man a^'^' a (für jedes v)^ was gestattet ist, da ja 
eine Folge aus lauter gleichen Gliedern a offenbar konvergent (sogar 
rattoruil-Tconvergent) ist, so ergeben sich noch die folgenden Spezialsatze: 

Ist [6J eine Iconvergente Folge, a eme von Null verscJiiedene 

Zahl, so svnd auch (a±&J, {ah^), (—) konvergente Zahlenfolgen 

und, imter den oben heeügltch der &, gemalten jEhnschränhmgen, 

auch[^y 

8 Die in der vorigen Nummer bewiesenen Satze über Addition und 
Multiplikation lassen sieb obne weiteres auf eme beliebige Anzabl kon- 
vergenter Zablenfolgen übertragen Insbesondere folgt durch (w— 1)- 
malige Anwendung des Multiphkationssatzes auf die Zahlenfolge [aj, so- 
wie des Satzes über die Konvergenz von (tJ bei "Voraussetzung der 
Konvergenz von (&y) und gewisse^ Emsohränkungen' 

Ist m eme nämliche Zahl, so konvergiert gleichseitig mü der 
Folge [a^ auch die Folge (a^"*); ebenso die Folge (»"•"), wenn 
die a^ dm-chweg von Ntdl verschieden und die Folge der a^ keine 
nidl-konvergente ist 

Auch lassen sich offenbar die Resultate, die sich auf die Konvergenz 
von Zahlenfolgen der Form (a^±\)f (ctM) (|j beziehen , auf solche 
Zahlenfolgen übertragen, deren Glieder durch kombinierte Anwendung 
verschiedener rationaler Rechnungsoperationen aus den Gliedern konver- 
genter Zahlenfolgen hergestellt sind. Versteht man etwa unter emem 
hegreneten rationalen Ausdruck 2i(a^, 6„ •••, Ä^) eme Verbmdung der 
Zahlen a^, h^, - , k^ (für jedes einzelne v — 0, 1,2, •) und eventuell 
emer gewissen Anzahl fester (d h von v unabhängiger) Zahlen mit Hilfe 
emer bestimmten (d. h. wiederum von v unabhängigen^)) Anzahl fQr 
jedes V unveränderlicher rationaler Operationen, so gelangt man durch 

]) Eb darf also insbesondeie v bei dei Bildung von Jf2 nicht als Exponent 

1 /IN' 
der a», &», • • auftreten lat z B a^ul-j , so gehört der Anadmok ll-\ j 

ntcht der Form R(fiy) an, sodaß also aus der Konvergenz der Folge (l -| j 

nicht ohne weiteres auf diejenige von (1 -| j geschlossen werden darf (NB Da- 
gegen kann v sehr wohl in den einzelnen ar, &vi 'als Exponent von Zahlen 
auftreten, die von v unabhängig sind, z B 

fl„ =" -V — , &„ ■" — '-^ usf.). 
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fortgesetzte Anwendung der vorstehenden Ergebnisse zu dem folgenden 
allgenieinen Satze, welcher jene ersteren als spezielle F&Ue enthält: 

Sind die Folgen (a^), (6J, • •, (k^) "konvergent vnd "bedeutet 
B{a^,\f'"jk^ einen begrenzten rahondlen Ausdruck, so ist a/uch 
(B(a„ \f ', h^) eine konvergente Folge, vorausgesetzt, daß kemer 
der %n Fi{a^, 6^, • ■•, äJ a/uftretenden Nenner Null ist oder einer 
nttU-konvergenten Folge angekört. 

§ 33. Beflnltlon der allgemeinen reellen Zahlen durch honTergente 
Zahlenfolgen. — Die Tier Spezies mit reellen Zahlen. 

1. In § 19 wurde gezeigt, wie man die rational-konvergenten Zahlen- 
folgen, die ja nur besondere Typen der schlechthin konvergenten Zahlen- 
folgen bilden, als Ersatz, d. h als fMue Zeugen für rationale Zahlen em- 
Bohließlich Ntdl yerwenden kann. Wir' machen nun den analogen Schritt, 
wie bei der Emführnng der rationalen Brüche (§ 8, S. 42) und der allge- 
meinen Differenzensymbole (§ 11, S. 56): wir fahren äUe moghdien hin- 
vergenten' Folgen [oj als neue ZaMzeichen ein. Sind die betreffenden 
Folgen rationcd-konvergent, in welchem Falle wir von jetet ab statt der 
bisher benützten spezielleren Bezeichnung {c^} die für aiUe konvergenten 
Folgen eingeführte [cj gebrauchen wollen, ist also: 

[cj i» c (d L eine rationale Zahl), 

so bestehen für die Vergleichung solcher Zahlzeichen und für das Bechnen 
mit ihnen bereits die in § 19, Nr 1^—4 angegebenen Regeln, welche in Wahr- 
heit lediglich Übertragungen der für rationale Zahlen bzw. Null geltenden 
G-esetase in die neue Schreibweise sind Wir setzen nun fest, daß diese 
Regeln für alle Zahlen von der Form [cj Geltung haben sollen, mit an- 
deren Worten: wir deimieren für den Fall, daß mindestens eine der zwei 
Zahlen [cj, [c^^] keine rationale Zahl (einschließlich der Null) sein sollte, 
deren Qleidhheit bzw. Ungleichheit, sowie ihre Addition und Multiplikation 
durch die in § 19, Nr. 4 (S. 115, 116) mit (I)— (III) bezeichneten Formeln 
Zur Durchführung dieses Prmzips bedarf es nur noch der folgenden Be- 
merkung Ist die Folge der c, eine raüondl'konvergente, jedoch nicht miOr 
honvergent, so stellt [ej eine bestimmte posittve oder negative rationale 
Zahl dar, es besteht also unzweideutig eine der beiden Beziehungen: 

W [cj>0 bzw. [(Jj<0. 

Ein sicheres Kennzeichen dafür, welcher der beiden Fälle eintritt, bildet, 
auch wenn man die gewöhnliche Form der rationalen Zahl c (als ganze 
Zahl oder reduzierten Bruch") irar nicht kennt der TTmiitiLTirl AaA oBj» r . 
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zum mmdesten von einer bestimmten Stelle ab, im ersten Falle duroh- 
weg jposihVj im zweiten durchweg negativ sind. Da aber diese Eonstanz 
des Vorzeichens nach § 22, Nr. 3 (S. 127) bei allen Tconvergenten Folgen 
außer den miH-lconvergenten vorhanden ist, so hat sie auf Grund unseres 
Prmzips geradezu als Befimäon für den Inhalt der Ungleichungen (1) 
zu dienen, falls die Folge der c^ kerne rational-konvergente ist. 

2. Hiernach ergibt sich jetzt folgendes Das Zeichen [cj jeder be- 
liebigen Jconvergenten Folge rationaler Zahlen c^ {v -> 0, 1, 2, • •) gilt als 
Zeichen für eine bestimmte Zahl und zwar hat man auf Grund bereits 
früher getroffener Festseizungen (s § 19, Nr 3, GL (4), S. 115): 

weim. die | c^ | mit unbegrenzt wachsendem Index bdiehig Mein werden. 
In jedem anderen Falle hat man: 

[öj>0 oder [cj<0, 

je nachdem die o^, zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab, dur^i- 
wep posUiv oder durchweg negativ sind ^) 

Zur Yergleichung zweier solcher Zahlen [cj, [cj] dienen dann die 
in § 19, Nr 4 (S 116) für den Fall rational -konvergenter Folgen be- 
reits bestehenden Regeln (I), also: 

Es ist: 

^ 1 W M - M ; wenn: [ö, - c/] - 0, 
^ ^ 1 (b) M ^ [c/] , je nachdem: [c, - O $ 0. «) 

um diese Formeln auch auf den Fall anzuwenden, daß an die Stelle 
von [Cy'] eine rationale Zahl c' in der gewöhnlichen Form tritt, hat man, 
wie bereits bei Gelegenheit der analogen Betrachtungen über rational- 
konvergente Folgen erörtert wurde, o' als durch eine Folge von lauter 



1) Jede andere HOgliohkeit iit ja wegen der voraosgeietzten Konvergeru der 
Folge naoh § SS, Nr. 8 deflnitiy anageiohlosien. 

S) Man erkennt ohne weiteres, daß dieie Definitionen der Gleichheit bzw. 
Ungleichheit widenprudhtflret aind, d. h. aus: 

folgt auf Orand der Definition (la), daß auch: 

ioalog fcugt aui; 
daß! 
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gleichen G-liedera c' definiert anzusehen, also das Zeichen c' durch [c'] zi 
ersetzen. Man findet somit* 

(pi-) [cj{^)c', je nachdem: k-clj^jo. 

Jede durch eine konvergente Folge rationaler Zahlen definierte bzw 
definierbare Zahl soll eine reeUe Zahl heißen. Die Menge der reeUe» 
Zdiüen (welche nach dem bisher gesagten auch diejenige der rahonal&i 
Zählen emsohließlich der NuU enthalt) ist auf Grund der Formeln (I) emi 
geordnde im Sinne von Nr 1 der Einleitung: jedem ihrer Individuei 
kommt ein eindeutig leshmmter JPlate innerhalb der Gl-esamtheit zu, abe 
(wie dies ja schon bei den rationalen Brüchen sich zeigte) iM^egrens 
vielen der betreffenden Zahlzeichen derselbe Platz. Mit anderen Worten 
jede konvergente Zahlenfolge stellt eine einzige Zahl dar, aber jede Zah 
wird dn/rdi unhegrenet viele verschiedene ZaJilenfolgen dargestellt Denr 
bezeichnet man mit d^ (v =- 0, 1, 2, • ■ •) die Glieder irgendeiner null 
Tconvergenten Folge (deren es ja unbegrenzt viele gibt), so hat man au 
Grund der definierenden Formel (la) stets: 

Da jeder mckt-periodtsche unbegrenzt fortsetzbare Systembruch 6^ ein 
konvergente Zahlenfolge [tfj liefert, also nunmehr eine bestimmte pos' 
tive reelle Zahl darstellt, da andererseits nach dem Ergebms von § 2C 
Nr 1 (S 117) ein solcher Systembruch memals dieselbe Zahl darstelle 
kann, wie em periodischer, also sicher Jceine rationctle Zahl, so folgt, da 
die Menge der redien Zahlen unbegrenzt viele neue Individuen enthäl 
die wir als irrationale Zahlen bezeichnen. Wenn hiernach jeder unb< 
grenzt fortsetzbare nicht-penodische Systembruch eme IrraiwnälfiaJd dai 
stellt, so wird dieses Resultat im nächsten Paragraphen noch durch de 
Nachweis vervollständigt werden, daß auch umgekehrt jede Irrationalzal 
durch einen solchen Systembruch (mit bebebig vorgeschnebener Basif 
darstellbar ist 

3 Ein Blick auf die definierenden Formeln (I) zeigt unmittelba 
daß gerade so, vne die Konvergena der Folge [cj durch Weglassung od« 
Abänderung einer begrengten Any-ftlil von Gliedern nicht beeinflußt wir* 
auch die Zahl [cj hiedurch keine Ändenmg erleidet. 

Aber auch die Weglassung einer tmbegreneten Anzahl von Ghedei 
oder eme behebige Umordnung derselben übt gerade so wenig wie an 
die Konvergene der Folge auf die durch, sie dargestellte reelle Zähl irgen( 

■nralnlion 'PinflnR TTa mlf olan ^mif 'RAlVlAllAlfTITIcr Aar T^AITTI Dß-nrAIRP Al 
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entsprechenden Konvergenzsatzes, § 22, Nr 5 (S 219), benützten Bezeich- 
nungen) der folgende Satz* 

Beeeichnet man mit c^ (v => 0, 1, 2, • •) die Glieder emer 
aus der Folge der c^ (v — 0, 1, 2, • •) durch hloße ümordnung 
hervorgehenden Folge, mü c„ (v — 0, 1, 2, • • •) diejenigen etner 
aus der Folge der c^ herausgehobenen Folge, so ist: 

(2) M-M, [cj = [cj. 

Beweis. Man hat für beliebiges m und v identisch: 

also: 

|c/-cj^|c;-c„| + |c,-c„l 

Man kann alsdann zu beliebig vorgeschriebenem rationalem s > zu- 
nächst m so fixieren, daß: 

|c, — c„|<~ für v'^m, 

sodann » > w so auswählen, daß die Folge der c/ für v'^n nur noch 
solche c^ enthält, deren Index ^ m ist, und man findet daher- 

IV-öml<Y für v'^n>m. 

Da die erste der vorstehenden zwei Ungleichungen a forhori für v ^ » 
besteht, so ergibt sich: 

|c/ — cj<fi für v^n, 

sodaß also die Folge [c,' — cj eine nuU-lconvergente und daher, wie be- 
hauptet, 

ist 

Um den zweiten Teil des ausgesprochenen Satzes zu beweisen, hat 
man nur zu beachten, daß zum mmdesten voa emer bestimmten Stelle 
ab stets m >v ist, somit 1 c« —c,\ durch Wahl einer passenden unteren 
Schranke n f ür i; beliebig klein wird und daher: 

sich ergibt. 

4. Mit Rücksicht auf eine weiter unten zu machende Anwendung 
verdient bemerkt zu werden, daß der zweite Teil des vorstehenden Satzes 
die folgende Art der ümkehrung gestattet: 
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Sind [cj], [c/'] ewet Tcorwergenie Folgen von dei- Beschaifen- 
heitf daß. 

[<]-M; 

80 hmvergtert auch jede aus den Zahlen c/, cj' eusammengeset^e 
Folge, und m<m hai, wenn deren Glieder mit o,. hegeichnei werden: 

(ß) [«,]-[<] (-[CJ). 

Beweis Da die sohbeßliche Aüordnung der zusammengesetztea 
Folge auf das Resultat keinerlei Emfluß fibt, so genügt es, diejenige Art 
der Zusammensetzung in Betracht zu ziehen , bei welcher auf jedes ein- 
zelne Glied c^ immer das entsprechende c/ folgt. Die Glieder der za- 
sammengesetzten Folge: 

^of ^f ^tf ^t '"t ^ftt ^fju+i; ■•" 
lauten daher folgendermaßen: 

und man findet: 

Da |c,'^ — c^l, I'^jV+i — ^/II ^ögön der KonTergenz der Folge [c^], 
I c^ — c^ I wegen [cj — [cj*] durch passende Wahl einer unteren Schranke 
für fi beliebig klein werden, so gilt das gleiche für |c,', — Cj^J, 
I ^t^ü+i - "»^+1 1 , so daß in der Tat: 

sich ergibt. 

5. Zur Definition der Addition und MulüplAhatUm zweier beliebiger 
reeller Zahlen [aj, [JJ dienen auf Grund der bereits in Nr, 1 (S. 184) 
angekündigten Methode die nach § 19, Nr. 4 (S. 116) für den Fall 
roHowjkl'lcowoergenter Zahlenfolgen zu Recht bestehenden Formeln (II) 
und (HI), also: 

(HI) W • [&J-KM, 

deren rechte Seiten bestimmte Zahlen vorstellen, da ja die Konvergenz 
der rechts auftretenden Zahlenfolgen in § 22, Nr. 7 (S. IBl) bereits er- 
wiesen wurde Diese Formeln umfassen auch wieder die besonderen FftUe 
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[oj — a bzw. [6J — h (d. h. rational), sofem man a bzw 6 durch [a] 
bzw. p>] ersetzt *) 

Es ist dann vor allem festzustellen, daß die Formeln (II) nnd (HI) 
aucb wirklich emdeuUge Resultate liefern, d. h. solche, die lediglich von 
den Zahlen [aj, [&J, nicht aber von der besonderen Wahl der zu ihrer 
Darstellung dienlichen Zahlenfolgen abhängen, daß also: 

(IIa) [«;+M-[«,+6j, 

(Ula) [<V]-[«,6J, 

wenn: 

(d.h [a;-a,] -0,[V-6J-0), 

Die Richtigkeit von (IIa) ist unmittelbar ersichtlich, da ja: 

[« + O - K + &.)] - [« - «.) + (V - K)] - 

(vgl § 19, Nr. 3, S. 115). Zum Beweise von (Illa) hat man zunächst 

wegen: 

(vgl § 19, S 115, Fußnote 2). Da sodann analog: 

80 findet man schließlich, wie behauptet: 

Auch erkennt man unmittelbar aus der BeschafiEenheit der rechten 
Seiten, daß die durch die Formeln (II), (III) definierten Operationen den 
ursprtlnglich für natürliche Zahlen abgeleiteten Grundgesetzen der Ad- 
dition und Multiplikation genügen, nämlich: 

M + [K] - P»J + Kl. M + [K + ^1 - [«, + Kl + Kl 

und: 

Daraus folgt dann weiter, daß für die Multiplikation von Summen be- 
liebig vieler redler Zahlen mit anderen reellen Zahlen oder auch wie- 
derum mit Summen reeller Zahlen dieselben Regeln gelten, wie für 
rationale 2iahlen 



1) D. h. man hat- 

a • [hr] mm a bv] Ulf 
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Aus (11) und (III) ergibt sich mit Benützung von (Ha), (lila) noch 
ohne weiteres, daß 

(4) M + [M = K] + [&J, K] M-[«J [&J, wenn M = [aJ 
Es gut aber auch wiederum das Umgekehrte, sofern man bei der Multi- 
plikationsformel noch die Bedmgung hinzufügt, daß \b^ von Null ver- 
schieden sein soll (zum Beweise dient dnnn die letzte Bemerkung in Fuß- 
note 2, S 115). 

Schließhch findet man auch ohne Schwierigkeit, daß aus der Voraus- 
setzung : 

M>W bzw K']>0 
allemal folgt: 

M + [&J>K] + M bzw. [«,'] + [&,]>[&.], 

daß femer aus 
sich ergibt: 

[<] [M>W [&J ^Bf 

6 Wie m § 22, Nr 7 (S 131) gezeigt wnrde, ist mit den Zahlen- 
folgen [aj, [&J auch die Folge [a^ — 6J eine Iconvergente, ebenso die 

Folge lyj, wenn die Folge der \ keine null- konvergente und jedes 

emzehie h^ von Null verschieden ist. Wenn es sich ledighch um die 

Zahl (nicht um die gesamte ZaMenfolge) f-^l handelt, kann man von 

der leMeren Nebenbedingung absehen, wenn man berücksichtigt, daß 
Glieder von der Form fe^ — nur in begrenzter Anzahl voikommen 
können, sofern nur die Folge der \ keine null - konvergente ist, 
und daher durch Weglassung einer gewissen Anzahl von Anfangs- 
gliedern beseitigt werden können. Wir wollen HaTin festsetzen, daß m 

diesem Falle unter ^l diejenige Folge bzw Zahl verstanden werden 

soll, welche nach Weglassung einer passenden Anzahl von Anfangs- 
gliedem als wohldefinierte übng bleibt. 

Auf Grund der Definitionsformeln (II) und (III) hat man sodann 

[»,-M + W -[».], 

woraus sich unmittelbar die folgenden Formeln zur Definition der Ih/fe- 
rem und des Quotienten zweier beliebiger reeller Zahlen ergeben 

(TP) W-[6.]-[«.-6J, 



Nr 6 § 28 Bie vier Spezies mit reellen Zablen 141 

Dabei folgt unmittelbar ans der Umkebrung der Gleichung (4), daß es 

neben [a^ — Z»J bzw. fy] kerne weitere Zahl [ajj geben kann, welche 
der Gleichung: 

W + l&J-M, bzw M [&,]-K] 

genügt 

Für den Fall, daß an die Stelle yon [o,.] oder [6J eine Rationalzahl 
m der gewohnhchen Form tritt, gilt dann wieder die m ähnlichem Zu- 
sammenhange schon mehrfach gemachte Bemerkung ^) 

Durch wiederholte Anwendung der Definitionsgleichungen (IE) — (Y) 
lassen sich die betreffenden Kecbnungsoperationen auch auf eme belie- 
bige Anzahl reeller Zahlen übertragen Insbesondere ergibt sich durch 
(m — l)-mahge Anwendung der Multiplikationsregel (HI) auf die Zahl [aj 
zur Defimtion der Totem mit positivem ganeeaMigen Exponenten m die 
Beziehung* 

(6) [aj™ » K-] 

Ist [aj von Null verschieden, so ergibt sich weiter: 
also schließlich: 

(6) M-'»-[ar'"] 

Ferner: 

(7) [aji»» . [aj±« « [a,±"»] • [a,±«] - [a^i""*»] - [«,]*•» ?tn. 
In analoger Weise 

(8) (W-)«-[a,r«, [aJ- [6,r"([aJ [&„])«, 

d h. für das Eechnen mit Potenzen beliebiger reeller Zahlen gelten die- 
selben Eegeln, wie für die Potenzen rationaler Zahlen. Insbesondere 
findet man noch* 

d h der hinomische Säte (§ 14, Nr. 5, S. 91) gilt auch für beliebige 
reelle Zahlen. 

Bedeutet schließlich Jß([aJ, [j^J; " *> C^J) irgendeinen aus den reellen 
Zahlen .[aJ, [6J, * • , [ÄJ imd eventuell noch irgendwelchen rationalen 

1) D. h man hat: 

a —[&,] — [a — 6r] 



Kr-[i] "*• 



TRI 
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Zahlen ssusammengesetzten , hegreneten rationalen Ausdruck (vgL § 22, 
Nr 8; S 134), so erscheint derselbe, vorausgesetzt, daß keiner der etwa 
Torhandenen Nenner NuU ist oder einer nuü-Tconvergenten Folge angehört, 
auf Grund der Formeln (U) — (V) durch die Beziehung bestimmt: 

(10) B([a,l [&J, . , [ÄJ) - [Il{a,, &„ . ., K)] , 

welche dann umgekehrt die yorangehenden Rechnungsregeln als spezielle 
Fälle umfaßt. Dabei stellt wiederum die rechte Seite dieser Formel eine 
bestimmte, von der besonderen Wahl der zur De&ution der Zahlen 
K]» [K]) ' 5 [Kl benützten Zahlenfolgen unabhängige reeUe Zahl vor, 
d h. es gilt der Satz: 
Ist- 

(11) M-[a;i, M -[&;'], • •, M-M, 

so besteht aitch die Betnehwng: 

(12) [i2(a;,V,- •,'fc.')]-[J2«,V', 'X')] 

Obschon die Biohtigkeit dieses Satzes durch wiederholte Anwendung 
und ZusammenÜEissung der bisherigen Emzelergebnisse unmittelbar er- 
kannt wird, 00 wollen wir denselben nochmals in seiner ganzen Allge- 
meinheit direkt beweisen, um bei dieser Gelegenheit eine Beweismethode 
einzofflhren, die sich auch späterhin noch als nützlich erweisen wird. 

Bezeichnet man mit [aj, [2>J, • • •, \k^ Zahlenfolgen, die aus den 
Gliedern (a^', a^"), (h^', &^"), • •, (Ä/, k/) eusammengesetgt sind, so sind 
dieselben nach Nr. 4 dieses Paragraphen hmvergentf das gleiche gilt dann 
auch von der Folge [J2(a,, 6,, • , h^)] (nach § 22, Nr, 8, S. 134), sodaß 
diese letztere eine bestimmte redUe Zahl vorstellt. Zerlegt man sodann 
diese Zahlenfolge m die beiden TeiKolgen [JB(a/, &/; ' * > V)] ^°^^ 
[22 (a^", 2)/', , V')]; B^ stellen auch sie bestimmte reelle Zahlen vor 
und man hat nach Ni. 3 dieses Paragraphen: 

{E(a:\ V', • , V')] ) " ^ *' '' ' ' ■' '^^ ' 

womit die Richtigkeit der Behauptung (12) erwiesen ist. — 

Smd insbesondere [aj, [6J, • • , [ÄJ ra/tUmtüe Zahlen, etwa: 

[aj-a, [&J-&, •, [ÄJ-Ä, 
so folgt zunächst aus (12): 

[JR(a„&„...,Ä,)]-[JJ(a,6, .-,*)], 
d h. man findet schließhob: 

(13) [JR(a„^,...,Äj]-JR(a,fe,...,Ä). 
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7. Bedeutet [aj eine posit^ve Zahl, mit anderen Worten, liegen die 
einzelnen a^ zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab oberhalb 
einer gewissen positiven Zahl, so ist offenbar [-aj eme negathe Zahl, 
und zwar findet man auf Grund der Additionsformel (II): 

Daraus folgt, daß. 

[-aJ-0-[aJ, 
wofttr wir wiederum kürzer schreiben" 

(14) [-aj [aj 

Die Zahlen [a,] und — [aj heißen dann wieder entgegengesetat und 
die jposUive Zahl [a^] ihr gemeinsamer absoluter Betrag. Da aber wegen 
[aj > zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab durchweg a, > 0, 
also a^ "» I Oy I sein muß, so ergibt sich. 

(15) l±[«v]|-[|a,|]-[|-aj]. 

Bedeutet jetzt [cj eine beliebige posiime oder negative Zahl, so findet 
man also fttr den oibsdkiien Betrag von [cj die Beziehung: 

(16) 1^.11 -[|cj] 

§ 24. Die Irrationalzahlen. — Ihre Darstellbarkeit durch 
nnhegrenzt fortsetzhare Systemhrüche. 

1. Bedeuten a, a' irgendzwei rattondU Zahlen, [cj eine reelle Zahl 
beliebigen Yorzeiohens und hat man beständig: 

(1) öt ^ c, ^ a'f etwa fttr v ^ n, 
so ist auch: 

(la) a^W^a' 

Denn aus (1) folgt, daß die Zahlenfolgen \c^ — a'\j [^' — cj für v^w 
nur noch Glieder enthalten, die ^ sind. 
Aber auch im Falle: 

(2) a < c^ < a' für V ^ n (nwt Ausschtuß der Gleichheit) 
kann zunächst immer nur geschlossen werden, daß wiederum* 

(2a) a ^ [cj £ a' (mtt Einschluß der Gleichheit).^) 

1) Dagegen folgt umgekehrt auat 

a < [c] < a' 

stet«: 

a < Cr < a' 

nun mindeiien von einer beitunmten Stelle v^n ab. Denn die moeite dieser Be- 
ziehiuigen bildet ja nach der Gmndfoimel (P^) von Nr. S dea roiigen Paragraphen 
(8. 186) geradesu die Definition für den Inhalt dw ersten. 
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Denn obsclion jetzt die Zahlenfolgen \c^ — ä], [»' — cj für v^w durch- 
weg aus -wesentlich $ositken (von verschiedenen) Ghedem bestehen, so 
könnte doch die eine der beiden Folgen eine nuU-Tcowoergmte sein, in 
welchem Falle dann [cj «» a bzw [cj =- a' wäre 

Steht jedoch von vornherein fest, daß [cJ eine Irrationaledhl vor- 
stellt (was z. B der Fall ist, wenn c^ den v-stelhgen Anfangsabschnitt 
eines unbegrenzt fortsetzbaren nicht-periodischen Systembruchs bedeutet), 
so ist die Moghchkeit der Oleiehhevt mit einer rationalen Zahl defimtiv 
ausgeschlossen, sodaß also in diesem FaUe aus der Voraussetzung (2) 
mit Sicherheit geschlossen werden kann^ daß* 

(2b) a < [cJ < a' (mit Ausschluß der Gleichheit). 

Bedeuten femer [aj, [a^*] zwei J)diebige reelle Zahlen und hat man 
f ür /t ^ OT : 

(.3) %<[cj<a;, 

so läßt sich zeigen, daß: 

(3a) W^kl^M 

Denn die Voraussetzung a^ < [cJ für ft ^ »n, also: 

fl«<[cj, a«+i<[cj, a„+s<[cj, , 
besagt, daß jede der Zahlenfolgen 

[»m - «vi» K + 1 — «,]; [<»m + l - <^v'\t 

eme nega^twe Zahl liefert. Infolgedessen hat man zunächst: 

a„ — c^ < etwa für v ^ « , 
»m+i-c. <0 „ „ v^w', 

usf. »n w/SmYttm, kann daher eine unbegrenzte Folge wachsender natür- 
licher Zahlen: 

«0^»*; »i^w', njj^n", •• 
so auswählen, daß. 

«n.-ß.o<ö, a«+i-c„,<0, a«+8-c„,<0, -., 
also: 

K + .-CnJ^O 

und daher, wenn man noch berücksichtigt, daß [a„^ J -= [aj, [c„ ] — [c^], 
scKheßhch: 

In analoger Weise ergibt sich. 

laS\ > M 
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2 Ist Cy das allgemeine Glied einer konvergenten Zahlenfolge, e ein 
beliebig klein zu denkender echter Bruch, so laßt sich nach § 22, Nr 4, 
Ungl (1) (S. 128) w so fixieren, daß: 

(4) c.-fi<c,<c„ + fi für v^» 

Daraus folgt zunächst mit Benützung der Ungleichungen (2) und (2a), daß: 

(4a) c„-fi^[öv]^c„ + fi 

und, falls [cj eine Irrationalzahl ist, nach IJngL (2 b)' 

(4b) c„-8<[c,]<c„ + s. 

Wegen der WiUkürliohkeit von e ergibt sich also: 

Jede irrationale Zahl laßt sich etoischen mAegrenet viele 

Paare von rationalen Zahlen einschlteßenf darunter auch solche, 

deren Lifferene eine "beliebig Mem vorgeschriebene Zahl nicht 

übersteigt. 

Hieraus folgt insbesondere, daß sich jede Irrationalzahl zwischen 

zwei aufeinander folgende gange Zahlen (NuM inklusive) einschließen läßt, 

wie zwar für jede nidht-gwnee Zahl ohne weiteres aus der Anordnung des 

Systems der reellen Zahlen hervorgeht, jedoch mit Benüteung der zur 

Definition der Irrationalzahl dienenden Zahlenfolge [cj und der UngL (4b) 

noch m folgender Weise präzisiert werden kann. Nimmt man in UngL (4b) 

£ < -L^ also c_ + ß — (c„ — fi) — 2« < 1, so hegt gvmchen c^ — s und 

c + fi entweder Iceine oder höchstens eine ganze Zahl. Bedeutet dann g 
die größte gärige ZaU, welche ^ c.— ß ist, so hat man im ersten der ge- 
najmten Falle: 

und daher: 

(5) ^<k]<^ + i; 
im gweitm Falle: 

also: 

(6) entweder: fi' < [cj < ^ + 1 , oder: ^ + K [cj < ^ + 2 

3. Mit Hilfe des vorstehenden Ergebnisses können wir jetzt den fol- 
genden, schon früher (§ 28, Nr 2, S. 136) angekündigten wichtigen 
Satz beweisen: 

Jede Irrationdlgahl [c J laßt sich durch einen und wur einen 

unbegrengten, niemals perwdiscfien Systembruch mit vorgeschnAener 

Basts b darstellen' 

Beweis. Es werde zunächst [cj als positiv angenommen. Für jede 

beliebiffe natürhche Zahl h ist [Z>*cJ gleichzeitig mit [cj eme positiie 
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IrrationaleaM Denn man hat: [6*cJ =- 6* [cj > 0. Und, wäre [6^cJ 
eine rationale Zahl a, so hätte man: 



[ö^cJ^J* [cj=-a, also: [cj 



a 



d h. auch [cj müßte rational sein 

Hiernach muß eine Zahl ^,. existieren, die entweder positiv und gang 
oder ^mZZ ist und der Bedmgung genügt. 

Analog ergibt sich, wenn man Je durch Ä + 1 ersetzt, eme Beziehung 
von der Form: 

(8) 5'*+i<I>*-^^«J<^*+i+l 

Andererseits findet man durch Multiplikation der vorhergehenden Un- 
gleichung mit dem Faktor h : 

(9) &^*<[^+'cJ<65f, + 6. 

Da aber g^^^^ und 5'jj+i+ 1 die beiden unterhalb und oberhalb [&*■•■ *c^l 
nächstgelegenm ganzen Zahlen (wobei ^^^i eventuell auch die NuU vor- 
stellen kann), so zeigt die Ver^eichung von (8) und (9), daß: 

also: 

Hiernach läßt sich pj^^ in die Form setzen: 

W ^i+i-^5'* + «*+i, wo: 0£aj^^^^h-l, 

und man findet daher durch Division mit 6*+*: 

/i i\ ^*+i f* , "ifc + i 

1) Man beachte, dafi zur Bestimmong der Zahl g^. nicht die £caghoh6 Irrationäl- 
zahl selbst, aondem, wie die Bebcaohtnugfen der vorigen Nummer des näheren zeigen, 
ledighoh em passend auszuwählendes GHed der definierenden rcai<malen Zahlenfolge 
gebraucht wird, womit freilich keineswegs gesagt sein soll, daß eine solche Auswahl 
allemal mit Hilfe emer endlichen Ansahl irgendwelcher Operationen bewerksteUigt 
werden kann. Besitzt aber die Zahlenfolge vermöge ihres Bildungsgesetzes die 
hierzu erforderlichen Eigenschaften, so hefert der im Text gegebene Beweis für die 
Darstellbarkeit von [ej durch einen unbegrenzt fortsetzbaren Sjitembmch zugleich 
ein bestimmtes rationales Bechnungsverfabren, um jenen Systembruch bis zu emer 
beliebig vorgeschriebenen Stelle wirklich Tiergwtelün Will man nur seine JEanstens 
beweisen, so kann man etwas kürzer folgendermafien schließen Nach Nr. 8 gibt 
es zunächst eine natürhche Zahl f^o + l» derart, daß« fir» < [cj < p, + 1, Bildet 

man sodann. _ , 

9q, ^o+y» ' •• gf\ j— , Po 4-1, 

so muß [Cy] zwischen zwei Zahlen dieser Gruppe hegen, etwa 
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Setzt man hier der Reihe naoh % » 0, 1, • -, {[i— 1), wo ii eine beliebig 
groß zu denkende natürliche Zahl bedeutet, so folgt durch Addition der 
resultierenden Gleichungen und Weglassung der alsdann auf beiden Seiten 

auftretenden Summe — •+• -| + • • • + -7— ^ : 

(12) ^-?.+ > • + ^-^. 

WO also 6^ einen nach bestimmter VorBohrift unbegrenzt fortsetzbaren 
Systembruoh bedeutet. 

Andererseits findet man aus üngL (7) durch Division mit &*, wenn 
man schließlioh noch (i statt h schreibt: 

(13) ^<W<^. 

SO daß sich durch Einsetzen der Beziehung (12) ergibt: 

(14) tf^<[cj<tf^ + i (/t-0,1,2,. ). 

Übrigens kann man sich leicht noch ausdrückUch Überzeugen, daß jeaner 
Systembruch auch wirkhch stets unbegrenzt yiele von NuU verschiedene 
Zahler a^ enthalten muß. Denn hätte man von emem bestimmten ft =- m 
anfangend beständig a^^i — und somit: 

so würde sich aus TJngl. (14) durch Substitution von /i->m,m-)-l,-", 
fn + Q, ' ergeben: 

also: 

was unmöglich ist, da aus dem zweiten Teile dieser Ungleichung geradezu 
folgen würde: [c^ — tfj — 0, was dem ersten Teile widerspricht.*) 

1) Eb kann nicht etwa eine positive Irrattondizaibi [oy] geben, die kletner ut, 
all jede poavHve rattonale Zahl «. Denn, au 

< [oJ < • 

irflzde folgen (vgl. Voßnote 1 in Nr 1, S. Ii8)t 

■< ö» < ■ «twa tax * ^ n. 
und da ei freiitehen loll, • onbegrenzt sn -rerUeinem, 10 hat man auf Grand 
nnserei Definition (fi S8, Nr S, S. 186): 
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Der Systembruch 6 ist also bei unbegrenzt •wachsendem fi ein 
solcher mit unbegrenzt vielen nicht mit Nullen besetzten Stellen Die 
konvergente Folge der <s^ liefert dann eme bestimmte positive Zahl [tfj, 
und zwar ergibt sich aus TJngl (14) mit Benützung von Ungl (3), (3 a) 
iü Nr. 1 dieses Paragraphen 

(15) [tfj^k]^[^ + -^], 

alBO, -wegen 

[«,+^]-W-[^]=-o 

schheßlich: 

(16) k] - K] 

Daß es im übrigen nur einen solchen unbegrenzt fortsetzbaren System- 
bnieh 6^ (sc mit vorgescbriebener Basis 6) geben kann, folgt unmittelbar 
aus dem § 20, Nr 1 (S 118) bewiesenen Hilfssatze, wonach für jeden mit 
(J^ mcht völlig identischen System bruch tf/ die Folge der Zahlen | tf, — tf^' | 
für V ^ m stets oberhalb einer festen positiven Zahl bleibt, so daß also 
die Möglichkeit einer Beziehung von der Form [öj => [ö^'} ein für alle- 
mal ausgeschlossen ei scheint 

Zugleich folgt dann noch ohne weiteres aus unseren früheren Be- 
trachtungen, diiß der Systembruch [tfj em mchi^enod%sctier sem muß. 

Ist [c/] eme negaüve Irrationalzahl, also [— c^'] eine positive, so 
findet man zunächst: [— O «- [O» ^^^- [O =" [— O = "" CO- 

4 Das vorstehende Ergebnis lehrt, daß die Menge aller Irrationalr 
eählen identisch ist mit der Menge aller nicht -periodischen Systembruche 
ftir irgendeine beliebig gewaMte Basis 6 (z. B aller möglichen nicht- 
penodischen unendlichen Dezimal- oder dyadischen Brüche), d h. daß 
jede Irrationalzahl durch einen solchen Systembruch dargestellt wird und 
umgekehrt jeder solche Systembruch eine Irrationalzahl darstellt Nach- 
dem früher gezeigt worden, daß eme analoge Beziehung zwischen den 
rahoncd&n Z^en und den penodischen Systembrüchen (emschließhch der- 
jenigen mit der emgliedrigen Periode 6 — 1) besteht, so ergibt sich 
Bchließhch, daß jede reelle Zähl dargestellt werden kann durch einen und 
nur emen umbegrenet fortsetebaren Sysiembruch mit vorgeschriebener Basis 
und daß umgekehrt jeder solche Systembrwih eme und nur eine reeUe 
Zahl darstellt 

§ 25 l.ll>zahlbarkelt der rationalen bzw. algebraischen und 
Klchtabzahlbarkeit der irrationalen bzw. transzendenten Zahlen. 

1 Die im vorigen Paragraphen festgestellte Möghchkeit, die Menge 
der reeUen Zahlen mit dei;3enigen der unbegrenzt fortsetzbaren System- 
brüohe (irgendeiner bestimmten Basis) zu identifizieren, bietet ein wirk- 
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saMes Hilfsmittel, um über jene Menge der reellen Zahlen einen gewissen 
Überblick zu gewinnen und insbesondere zu erkennen, daß dieselbe sozu- 
sagen „imvergletcklzch" melvr irrationale Zahlen enthalt, als rationale; Da> 
mit diese vorlaufige und äußerst unbestimmte Aussage einen festen Sinn 
bekommi, wird vor allem anzugeben sein, inwiefern von einer wirklichen 
Vergleichimg wnbegr&Mter oder, wie wir von jetzt ab auch sagen wollen, 
vmenälicher Mengen die Rede sem kann. Denn da das Merkmal emer be- 
stimmten ÄmaTd, welches bei endlichen Mengen em sicliöres Kenn- 
zeichen zur Entscheidung über „gleich", „kleiner*' und „größer" liefert, 
hier naturgemäß f^lt, so wird es vor allem darauf ankommen, auf Grund 
emer möglichst zweckmäßig zu wahlenden Defm^on einen geeigneten 
Ersatz für jenes fehlende Merkmal der Anzahl zu schaffen. OÄwe eine 
solche bis zu emem gewissen Grade wülhurhche Festsetzung würden sich 
best'ändig Zweifel und Widersprüche ergeben, wie die folgenden emfaohen 
Beispiele erlautem mögen 

Wenn etwa A sagt, es gebe melWf ja unendlich viel mehr rationale 
Zahlen, welche die 1 übersteigen, als solche, die zwischen und 1 hegen, 
so würde „Jedermann" dem ohne weiteres beistimmen und es kaum für 
notig halten, wenn A zur Begründang seiner Aussage noch anführt, es 
gebe doch schon zwischen 1 und 2 genau so viele rationale Zahlen wie 
zwischen und 1, ebenso aber auch zwischen 2 und 3, 3 und 4 usf %n 
tnßmtum. Und wenn jetzt B darauf erwidert, es gäbe trotz alledem nur 
ebenso viele rationale Zahlen oberhalb 1, wie zwischen und 1, da ja 
jedem positiven echten Bruch a stets eme und nw eine rationale Zahl 

— > 1 entspreche und umgekehrtf so wird „Jedermann" das lediglich für 

ein vermittelst eines mathematischen Kunstgriffes erzeugtes Paradoxon 
halten. 

Wenn femer A sagt, unter den nativrlichen Zahlen gebe es ebensovtele 
gerade wie ungerade, es gebe also nur hdß> so viel positive gerade Zahlen 
wie natürliche Zahlen, so wird wiederum „Jedermann" dies für völlig 
selbstverständlich halten. Und wenn demgegenüber B erklärt, es gebe 
d)enso viele positive gerade Zahlen, wie es naturUche Zahlen gibt, denn 
jeder natUrhdien Zahl n entspreche eme gerade Zahl 2n und iwigekehrt, 
so wird „Jedermann" diese Behauptung für einen glatten Widersmn er- 
klären, denn die geraden Zahlen bilden ja nur einen Teü des Systems der 
naturhchen und es könne der Teil niemals gleich dem Ganzen aem. 

Im Grunde genommen baben A und B in gleichem Maße Recht bzw 
Unrecht. Unrecht, weil es überhaupt keinen Sinn hat, bei unendlichen 
Mengen von ^enso viel, m^r oder weniger zu sprechen, so lange diese 

"Rarnnffa nin>if o.na<1i^Alr1in1l i^A'Aniarf ftlTlH T^A/Jlt "Wftll Jiach EinfühTUnflT 
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geeigneter Definitionen sowohl die Aussagen von A, wie die von B einen 
einwandfreien Inhalt bekommen. Wenn wir uns nun in dem vorliegen- 
den Zusammenhange ganzlich auf den scheinbar paradoxen Standpunkt 
von B steUeu, so geschieht dies, weil tatsachlich nur dieser auf einer 
logisch konsequenten Weiterbildung des AwsahlhegriSes^) beruht, die 
(von Georg Cantor henührend) für den Fortschritt der Zahlen- und 
Funktionenlehre sich als außerordentlich fruchtbar erwiesen hat. 

2 Zwei mdlvifie Mengen nannten wir gleich^ wenn die Elemente der 
einen sich umkehrbar emdmtig denen der anderen zuordnen lassen.") Das 
aUen gleichen Mengen gemeinsame Merkmal heißt die Anzahl jeder ein- 
zelnen Menge. Gleichen Mengen kommt also dieselbe ÄneaJil (Kardinal' 
saHü) zu. 

Indem vnr nun, um falsche Vorstellungeu auszuschalten, das Bei- 
wort gleich durch das umfassendere äquivalent ersetzen, definieren wir jetzt: 
Zwei hdi^yige (d, h. endliche oder unendliche) Mengen soUen 
aqmvalent heißen, wom jedes Element der emen sich umkehrbar 
eindeutig einem Elemente der anderen mordnen läßt. Das äqui- 
valenten Mengen gemeinsame Merkm^ heißt ihre Mächtigkeit oder 
Kardmal/iahl Äguivcüenien Mengen kommt also dieselbe Mächtig- 
keit (Kardinalzahl) zu. 

Unmittelbar aus dieser Definition folgt: 

Zwei Mengen, die einer dritten äquivalent sind, sind auch 
untereinander agpMvalent. 
Femer: 

Endliche äquivalente Mengen sind untereinander gleich Ihre 
Mächtigkeit ist ihre Anzahl 

Auf Grund der obigen Definition wären edso die oben dem Indivi- 
duum B zugeteilten Aussagen in folgender Weise zu modifizieren: 

Die Menge der rationalen Zahlen oberhalb 1 ist äquivalem 
der Menge der rationalen Zahlen zwischen und 1. 

Die Menge der positiven geraden Zahlen ist äquivalent dei 
Menge der natürlichen Zahlen. 
Das letzte Beispiel lehrt, daß eme unendliche Menge, im Gegen8Bt2 
zu dem Verhalten endlicher Mengen, sehr wohl einer Teilmenge äquiva- 
lent sein kann Es läßt sich sogar zeigen (worauf an dieser Stelle nichi 
emgegangen werden soll), daß jede unendliche Menge Teilmengen enthältj 

1) Dem gegenüber gewinnen die AuBsagen von A emen boetunmten Inhalt 
wenn man sie in geeigneter Weise als CtrenBwerth^zieibxmgBa. deutet* vgl. § 87 
S. 287, Fußnote 1. 
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denen sie äquivalent ist, und daß man daher diese Eigenschaft geradezu 
als Kenneeichen bzw als DefimHon für die ünendlicJüceit einer Menge be- 
nutzen kann, also. Eine Menge heißt unendlich, wenn sie eine Teilmenge 
von gleicher Mächtigkeit besitzt 

3. Alle Mengen, die mit der Menge der natürlichen Zahlen (nach 
Belieben mit HinzufÜgnng der NuU) äquivalent smd, heißen dbgahlbar 
Die Elemente emer abzählbaren Menge lassen sich also sukzessive der 
Reihe der Zahlen 

1, 2, 3, , T., . 

euordnen, anders ausgesprochen, in Form emer fortlaufenden Folge 

<ht «J» «8» • ; «»; • 
anschreiben. 

Hiernach ist also die Menge der geraden positiven Zahlen abzahlbar, 
wie ja in der Tat jede Teilmer^e einer abzahlbaren Menge (nach unserer 
früheren Ansdrucksweise: jede aus einer Folge herausgehobene Folge) nur 
endlich oder äbeählbar sein kann 

Aber auch die Menge aller ganzen Zahlen, d. h der positiven und 
negativen, ist abeoMhar, wie man ohne weiteres erkennt, wenn man sie 
in der Form anschreibt 

1, -1, 2, -2, , V, -V, , 

mit anderen Worten, die positiven Zahlen den ungeraden, die negaiiven 
den geraden Zahlen bzw Stellen der ursprünglichen Zahlenreihe zu- 
ordnet. 

Diese Beispiele sind so trivialer Natur, daß sie von der Nützbchkeit 
und Tragweite des Abzählbarkeitsbegnffes noch nicht die leiseste Ahnung 
erwecken. Dagegen wollen wir jetzt den folgenden Satz beweisen, der in 
der Tat als grundlegend für jede tiefere Erkenntnis der Struktur unseres 
Zahlvorrats anzusehen ist: 

Die Menge der rationdlm Zahlen ist obedMbaar. 
Beweis. "Wir betrachten zunächst die posiMven rationalen Zahlen, 
die wir uns, einschlieflhoh der ganeen Zahlen, in der Form redugierter 
Brüche — angeschrieben denken (so daß also p, q relativ prim und 2=1, 
falls die betreffende Zahl eine ganze ist). Bedeutet dann v + 1 irgend- 
' eine natürliche Zahl, größer als 1, so gibt es höchstens v zu berücksich- 
tigende Zahlen -^, für welcheiJ + g - v4- 1, nämlich die Zahlengruppe: 

1 a V — 1 z. 

T' 7^' * ' a ' 1 ' 

.«- A^r- «lan «.11«. fltwftiffen nicht-reduzierten Brüche ausgeschieden hat 
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Indem man hier sukzessive v — 1, 2, 3, • setzt, ergibt sich fdr die ge- 
samte Menge der positiven Rationalzahlen die folgende Beilienanord- 
nung^)' 

1? '2' 1» 8' 1' 4' 8» "2' T' ' T' ' v-\-i — X' ' V' ' 

innerhalb deren jede positive rationale Zahl emmal und nur einmal vor- 
kommt, nämlich die Zahl — in der {p-j-q — 1)*®° GUiedergiuppe und in 
dieser spätestens an der p*^ Stelle. 

WiU man auch noch die Null und die negahven lationalen Zahlen 
in die obige Folge aufnehmen, so hat man derselben nur noch als An- 
fangsghed hinzuzufügen und kann im übrigen entweder jeder posüivm 

Zahl — unmittelbar die negative Zahl — — folgen lassen oder vor jede 

Gliedergnippe die entsrprechenden negativen Zahlen in umgekehrter Reihen- 
folge anschreiben, sodaß also innerhalb j'eder Q-liedergruppe die Zahlen 
der Große nach geordnet erschemen'): 

— — — ^ _ _L _i. _L__ JL 

1' * ' v + l — i' •' »' y» ' ' v + l — X' ' 1 

Das soeben bewiesene Resultat liefert die merkwilrdige Erkenntnis, 
daß die Menge der rationalen Zahlen nur dieselbe Mächüglcevt besitzt, wie 
die Reihe der nccktrUt^en Zahlen, obschon nicht allem zwischen j'e zwei 
aufeinander folgenden natürlichen Zahlen a und a -f- 1, sondern auch 
dann, wenn man dieses Intervall durch Einschaltung von Brüchen m 
bdiebig Meine Teilmtervalle zerlegt, m jedem solchen Teilintervall unend- 
Uch vide rationale Zahlen hegen oder, wie man kurz zu sagen pflegt, ob- 
schon die Menge der nach der Grroße geordneten rationalen Zahlen inner- 
halb der G-esamtheit der reellen Zahlen uherdU dicht ist 

Im übrigen gestattet das obige Ergebnis sogar noch eme wesent- 
liche YeraUgemeinerung, auf die man hingewiesen wird, sobald man die 



1) Das Prinzip, welolies dieser Anordnung zu gründe liegt, gestattet eine 
wichtige VeraUgemeinernng, von welcher jedooh erst bei späterer Gelegenheit die 
Bede sein soll (s § S9, "Sx 2, S 260). 

8) Die so erzielte Anordnung läßt sich, nach dem Vorgänge von G Oantor 
in folgender Weise sehr kurz beschreiben Man bezeichne die posibve Zahl p 4* 2 

als Höhe der rationalen Zahlen 4- -=- Sodann ordne man die rationalen Zahlen 

(inkl = -] nach Ghedergruppen von wachsender Sßhe 1, 2, 8, • und inner- 

TinTh lAflAr fhrmne nach der Chrö&e 
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Gesamtheit der von Null Tersoluedenen roMoncden Zahlen auffaßt als 
Losungen aller möglichen Gleichungen von der Form* 

f a. -= 1, 2, 3, • 1 

(1) a^x + a^^-O, wo'\ [ ao, a^ relativ prim. 

\aft = ±l, ±^, ±o, J 

Bei der Abzahlung^ d h. bei der Anordnung aller Zahlen es in eine un- 
begrenzte Folge, bilden dann immer aUe diejemgen Zahlen x eine Glieder- 
gruppe, welche durch eine Bedingung von der Form 

(2) I aj -f Oj = s 

charakterisiert sind^), unter s irgendeine bestimmte natürliche Zahl ver- 
standen, und mau eihalt die Gesamtheit aUer Gliedergruppen, wenn man 
der Reihe nach s ■=• 2, 3, 4, • setzt Bezeichnet man zwei Gleichungen 
von der Form (1) nur dann als tvesenUicfi verschiederij wenn sie verscfnedene 
Werte x liefern, so daß also m der Tat alle in diesem Smne verschiedenen 
Gleichungen schon zustande kommen, wenn man ag, a^ als relativ prim 
und aj als wesentlich jßositvo annimmt, so kann man dieses Resultat auch 
so aussprechen, daß alle wesentluJi verschiedenen Gleichungen von der 
Form (1), d h alle diejemgen, in denen x nur in der I*" Potene (oder 
auch: „linear") vorkommt, während Oq, % den angegebenen Bedingungen 
genügen, eine abeaJUhare Menge bilden. 

4. Die in Aussicht gestellte Erweiterung besteht nun dann, daß wir 
statt der obigen sehr speziellen Gleichungsform eme analoge von mög- 
lichster Allgemeinheit m Betracht ziehen Es werde gesetzt- 

(S) g,{x) « A^af^ + 4._,a;«-i + . . . + ^^a? 4- A, 

wo n eine beliebige natürliche Zahl, Ä^, A^, , J.„ vorläufig irgend- 
-^ eiche als gegeben anzusehende reeUe Zahlen bedeuten, während x als 
Zeichen für eme Zahl gelten soll, über die noch beliebig verfügt werden 
kann. Man bezeichnet einen solchen Ausdruck <7„(aj) als eine game Fimh- 
twn oder em Polynom w*™ Grades in x, mit den reellen Koeffiinenten 
Aq, Alf , A« Ist sodann x^ eine bestimmte Zahl, welche in den Aus- 
druck (3) eingesetzt, diesen zu NuU macht, ist also: 

(4) fl'.W-O, 

Bo heißt «jL eine Losw^ oder Wurgel der algebraischen Gleichung n**" Grades: 

(5) PnW-0. 

Oh bzw wcmn eine solche Gleichung überhaupt eine solche Lösung 
besitzt (die in dem vorliegenden Zusammenhange ja nur eme reelle Zahl 



1) Vgl die Tonge Fußnote 
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sem könnte, da andere ZaUen für uns noch nicht existieren), bleibt vo^ 
länfig dahingestellt.^) Dagegen soll hier, als fOr die vorliegende Betrach- 
tung TvesenÜich, gezeigt werden^ daß eine Gleichung n*^ Grades Teeines- 
faUs mäir als n verschiedene Lösungen haben kann. 

Sei also, vnß oben angenommen wurde, x^ eine Lösung der Gleichung 
gjx^ 3. 0, so hat man „idenhsch", d. h. unabhängig davon, welchen Wert 
man der noch wiUkürhcb gebhebenen Zahl x beilegen will: 

Nun ist für V — 2, 3, • •, n : 

*'~«'i*-'(«-«i)(^~* + ^i^''~' + a;xV-'+ . +a:;-'fl; + ari'-i) 
und daher: 



S'«W-(iC-fl'i) 



-\-Ä,_,x—+Ä„_,x^x-^+ •+^„_ia?«-»«+^_ifl;- 
+ . . . .... 



kürzer geschrieben: 

0) ^«W-(a?-^)-^,_i(a;), 

wo g^_i(x) eine gewisse ganze Funktion in x vom Grade (n— 1) be- 
deutet, deren Koeffizienten bestimmte, aus x^ und Ä^, A^, • •, A^f wie 
aus (6) des näheren ersichtlich, zusammengesetzte Zahlen sind. 

Bedeutet dann rr, irgendeine von x^ verschiedene Zahl, so hat man 
nach GL (7): 

Soll nun die Gleichung g^(x) — noch eme von rTj verschiedene 
Lösung x^ haben, also g^(x^) =- sein, so kann dies nach Gl. (8) nur 
dann der Fall sein, wenn g^^^{x^ — 0, d. L wenn «, eine Lösung der 
Gleichung g^^t(x) — isi Umgekehrt ist aber auch jede Lösung dieser 
letzteren Gleichung eine solche von g^(x) — 0. Somit hat g^(x) — 

1) Daß ea überhsTipt Gleichnngen sowohl mit (reeller) Lörang, all ohne wiche 
gibt, zeigen die einÜHshen Beiipiele: 

«»-|a|-0, 
«»«-f. \a\ — 0. 
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höchstens^) die Losung x^ vor der Q-leichung g„_i{x) « voraus, und es 
hat daher eine beliebig gegebene Gleichung n*^ Grades höchstens eine 
Lösung mehr, als eine gewisse Gleichung (n — 1)*** Grades Da für diese 
letztere das analoge gegenüber einer gewissen Gleicbung (n — 2)**" Grades 
gilt, so folgt, daß unsere Gleichung n*^ Grades höchstens zwei Lösungen 
mehr hat, als eme gewisse Gleichung (n — 2)*°° Grades, und man findet 
durch Fortsetzung dieser Schluß weise, daß die Gleichung «*"" Ghrades 
höchstens (n — 1) Losungen mehr haben kann, als eme gewisse Gleichung 
1*^ Grades, also da diese letztere eine und nivr eine Losung besitzt, im 
ganzen höchstens n verschiedene Lösungen 

6. Wir betrachten jetzt insbesondere solche Gleichungen n*"° Grades, 
deren Koeffizienten ganze Zahlen (emschließhoh dei Null) sind, etwa: 

(9) a^aJ" + «'„-i^B""^ H \- a^x -{• a^ '^ 

Dabei ist selbstrerständhch a„ stets als von Null verschieden anzusehen, 
da andernfalls der Giad der Gleichung niedriger als n wäre. Von den 
übrigen Koeffizienten können beliebig viele gleich Null sein, doch wollen 
wir ausdrücklich a^ als von Ntdl verschieden annehmen (d h. wir scKUeßen 
solche Gleichungen von der Betrachtung aus, welche die Lösung ir — 
haben). Da femer die Lösungen einer Gleichung offenbar keine Änderung 
erleiden, wenn man die ganze Gleichung, d. h sdmtLohe Koeffizienten mit 
irgendemem Zahlenfaktor multipliziert, so wollen wir Gleichungen von 
der Form (9) als nickt toesenüich verschieden bezeichnen, wenn sie sich nur 
um einen ganzzahligen Faktor (insbesondere auch um den Faktor (— 1)) 
unterscheiden, und wir brauchen daher bei der Aufzählung aller mög- 
lichen in dem obigen Smne verschiedenen Gleichungen von der Form (9) 
nur diejenigen zu berücksichtigen, bei denen o>o,o>i, ,a^ keinen (von 1 
verschiedenen) gememsamen Teiler besitzen und überdies a^ wesenthch 
jjost^v ist. Alsdann läßt sich zeigen, daß alle wesenßich verschiedenen 
Gleichungen von der Form (9) für jedes eiazelne n eme dbeäMbare Menge 
bilden Denn bezeichnet man wieder mit s eine natürliche Zahl ^ 2 
und setzt: 

(10) l«o|-hKI + - -H-laJ-s, 

so gibt es offenbar nur eine endUt^ Anzahl von Yerbindungen natür- 
Lcher, keinen Gememteiler besitzenden Zahlen und Nullen, welche der 
Gleichung (10) und überdies den Beziehungen | «o I ^ 1» 1^« I ^ 1 genügen, 



1) Wli nagen „hOoliitenB*S da die Gleiohaog d!„-i (ff) — eventnell ja auoh die 
LöBong Xi haben kann, so daß «^ keine Lösung füx p^((o) — bedeuten würde, 
die diese Qleiohung vor der Gleichung y„-i(x) »m o wtraua hat. 
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also auch nur eine endhche Anzahl yon Gleichungen der Form (9), die da- 
durch zustande kommen, daß man setzt: 

a.-±|aj (v = 0, 1,.. ,(w-l)), a„-=|aj 
Gibt man hierbei s der Reihe nach die Werte 2, 3, 4, • , so erhalt man 
auf diese Weise alle möglichen „wesentlich verschiedenen" Gleichungen 
emes bestimmten w**^ Grades nach Gruppen geordnet, deren jede durch 
em bestimmtes s charakterisiert ist — diese Gleichungen bilden also, 
wie behauptet, eine dbedhlbare Menge 

Wir bezeichnen nun als (reeUe) algebraische Zahl w*" Ordmrng jede 
(reelle) Zahl, welche einer algebraischen Gleichung n^^ Grades mit ganz- 
zahhgen Koeffizienten <7„(ä)'— 0, aber keiner derartigen Gleichung von 
medngerem Grade genügt ^) 

Da hiemach eine Gleichung w*'" Grades höchstens n algebraische 
Zahlen n*"' Ordnung liefert, so folgt, daß bei der zuvor angegebenen Auf- 
z'ahlung aller möglichen wesentlich verschiedenen Gleichungen w*«* Grades 
mit ganzzahligen Koeffizienten auch jede durch einen bestimmten Wert 
von 8 charakterisierte Grappe höchstens eine endliche Anzahl von algebra- 
ischen Zahlen n**' Ordnung liefert, die man sich dann eventuell der Große 
nach geordnet denken kann. Daraus ergibt sich aber das folgende Re- 
sultat (welches im Falle n »-< 1 in das oben für die rationalen Zahlen ge- 
fundene übergeht): 

Bedeutet n irgendeine naivHiohe Zähl, so bilden die algebror 
ischen ZaMen »»*•' Ordrtung eine abgäihlbare Menge ") 

1) So bat z B , wenn die natürliche Zahl a keine Qaadratzafal ist, die 
Qleichung ^i — a » 

die beiden Lösungen f/ä und — }/ä, wo Ya eine bestimmte IrraUonaleahl vor- 
atellt, also eine Zahl, die keuesfallB einer Gleichung !*■" Grades mit ganzzahligen 
Koeffizienten genügen kann Somit smd yä und — f/ä algebraische Zahlen 
2^' Ordnxmg (andererseits nicht von der Ordnung 2m, obsobon sie offenbar auoh 
der Gleichung 

genügen) 

Auoh ist aus der im Texte gegebenen Definition der algebraischen Zahlen 
n*" Ordnung ersichtlich, warum wir bei der Aufzählung der „verschiedenen" Glei- 
chungen ti^° Grades den Fall a^ «« von vornherein ausgeschlossen haben. Die 
Gleichung n**" Grades; 

a^O!" + a„_iflJ«-^ 4- • +01« — 
hat ja mit der durch Weglassung des gemeinsamen Faktors m entstehenden Glei* 
chung (n — 1)*" Grades; 

a„«»-i + o^-i«;'»"» + . + tti - 
alle Lösungen außer o; —< gemein, kann also keine einzige algebraische Zahl 
n**' Ordnung hefern. 

2) Genau genonunen folgt auf diesem Wege nur, daß die betreffenden Zahlen 
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Hiernach erscheint zunächst die Gesamtheit aller möglichen algebr 
ischen Zahlen, also derjenigen von den Ordnungen 1, 2, 3, • ', als eu 
äbaählbare Menge von dbeaJÜharen Mengen Daraus könnte nach de 
S lo2, Fußnote 1 erwähnten Prinzip ohne weiteres geschlossen werde 
daß die Gesamtmenge der algehraischen Zahlen gleichfalls abzahlhar h 
Doch läßt sich die Möghchkeit der fraglichen Ahzählung durch eine u 
erhebLohe Abänderung des zuvor eingeschlagenen Verfahrens auch gai 
direkt erkennen, indem man nämlich bei der Aufstellung aller mögliche 
in Betracht kommenden algebraischen Gleichungen statt der Gl (10) d 
folgende zu gründe legt: 

(11) |aöl + |ail+- +|a„| + n=-tf 

und für 6 der Reihe nach alle natürlichen Zahlen ^ 3 substituieri Den 
man sich 6 irgendwie fixiert, so hat man zunächst für den Grad n d 
Eeihe nach 1, 2, • • , (tf — 2) zu setzen (wegen | a^ | ^ 1, | ö, | ^ 1 kai 
n mcht größer als (tf — 2) werden), so daß also Gl (11) in das folgern 
System von Gleichungen zerfallt: 
+ I tti I + 1 — <y 



(12) 



•0 



«0 I + hl I + I »8 I + 2 



l'^ol + |ai|+ •• + lÄff-sl +(tf — 2) — tf 

(deren letzte beiläufig bemerkt nur la^l = 1, |aa_j| «= 1 liefert) 5 
jedem einzelnen et gehört dann wiederum nur eine gewisse endliche A 
zahl algebraischer Gleichungen von den Graden 1, 2, , (<y — 2), ui 
man erhält ojBfenbar auf diesem Wege fiir ff = 3, 4, 5, • alle moglichi 
m Betracht kommenden Gleichungen nach Gruppen der eben beschri 
benen Art geordnet Das entsprechende gilt dann für die aus diesi 
Gleichungen resultierenden algebraischen Zahlen, und man findet som 
Jhe Menge der algebratst^en Zahlen ^st aieahlbar^) 
6 "Wir werden jetzt als genauer umschriebenen Inhalt der am A 
fange dieses Paragraphen ausgesprochenen Behauptung, daß es „unv( 
gleichbch" viel mehr trroHonaHe, als rationale Zahlen gebe, zeigen, daß d 

höchstens eine abzahlbare Menge bilden. Auf den (mit algebraischen Hilfsmitte 
zu führenden) Beweis, daß es wirklich immer unendlich weh algebrusohe Zahl 
einer behebigen n*"* Ordnung gibt, soll indeasen hier nicht eingegangen werd« 
1) Das in der vorigen Fußnote ausgesprochene Bedenken f&llt hier natQrh 
weg, da es ja — ganz abgesehen von den (eine Teilmenge der algebraischen Zahl 
bildenden) rationalen Zahlen — schon unter den Zahlen von der Form yä au 
unenditch viele trrationäle algebraische Zahlen gibt. ^Hier kommt es ja im Gege 
satz zu der vorbeigehenden Betrachtung gar nicht darauf an, festzustellen, 
unter diesen Zahlen ya unendhch viele genau von der n*** Ordnung smd.) 
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Mächtigkeit der wrabiomilm Zahlen eine höhere ist, als diejenige der ratio- 
nalen Hierzu beweisen wir zunächst den folgenden Satz 

Zu jeder helieUgen aibecMbaren ZaMenmenge {Ä^) gibt es un- 
endlich viele Zahlen B, welche dieser Menge nicht angehören, ivnd 
zwar gibt es sogar u/nmdUdi vide solche B, d%e sich von einem le- 
hebig vorgeschnebenefn A^ beliebig wenig unterscheiden. 
Beweis. Wie auch die A^ beschaffen sein mögen, so können wir 
uns auf Grund unserer bisherigen Ergebnisse ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit jedes A^ in der Form emes unbegreneien^) Dezimalbruches 
gegeben deiien (also eventuell mit der einghedrigen Penode 9), m der 
übhchen dezimalen Schreibweise*) etwa: 



(13) 



^, =^W, a,^^)a,^-) ..a^") 



Wurd jetzt A„ beliebig ausgewählt und « > bebebig klem vorge- 
schrieben, so laßt sich zunächst m so fixieren, daß ^ < s und daher 
jeder Dezimalbruch, der mit A„ die ersten m Stellen -gemein hat, also 
jeder von der Form 
(14) B-51W, aiWa,<"). ai">&„+i6„+, - 2>m+, 

sich vom Ay^ um weniger als s unterscheidet Wählt man nun die hierbei 
noch wiUkOihch bleibenden Ziffern h^^^, 6„+„ • ledighch den fol- 
genden Bedmgungen genügend''): 

1) Bezüghoh deB Inhalta dieser Aussage vgl S. 111, Foßn 1 

2) D li -wenn 

die Bedentung von 

fl _L £l _L. _^ j_ Ü5_ _|_ . . 
y -r j(j T IQ« T ^Q» T 

hat. Dabei bedeutet also g eme heütebtge natürliche Zahl odez auch die Null, jedes 
Oy (v «B 1, 2, 8, • ) eine Ziffer, d. h. eine der Zahlen 0, 1, ,9 

8) Da die a^\ bj^^ Ziffern, bIbo Zahlen aus der Beihe 0, 1, • , 9 bedeuten, 
so ist im Falle 

a^*! »= bzw a^l — 9 

selbstTerständhoh nitr die Wahl 

6 ^ > a^"! bzw 6 _^ <aW 
möghch. 
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und beaclitet, daß zwei unbegrenzt fortsetzbare Dezimalbrüche nur dann 
gleich sein können, wenn sie GUied fttr Glied id^rdiscTi sind^), so folgt, daß B 
Ton -4i, -4j, • jA^, verschieden sein muß, also in der Menge der A^ mdht 
vorkommt. Dabei bat man aber für die Auswahl von &^^.i neum Moghch- 
keiten (namlich jede der Ziffern 0, 1, • ,9 mit Ausnahme von aj^X^, 
ebenso fär h^^^j was schon für die Besetzung diesef- beiden Bruch- 
stellen 9 9 yerschiedene Möglichkeiten ergibt So fortsohließend findet 
man, daß auf dem angegebenen Wege eine (jede noch so hohe Potenz 
von 9 übersteigende, also) imencßtclie Menge unter sich und von den A^ 
verschiedener unendlicher Dezimalbrüche B zum Yorschem kommt, sofern 
man nur noch die Yorsichtsmaßregel beobachtet, mdit alle Stellen von 
irgendemer bestimmten ab mit NuUen zu besetzen') (z B mdem man die 
Festsetzung trifft, daß man memals mehr als 100 unmittelbar aufeinander- 
folgende Stellen mit Nullen besetzen boU). 

7 Betrachtet man jetzt eme gang heUäng dbtsSiühare Menge von 
IrraUonoHeaM&n und fügt zu dieser noch die Menge der raUowüen Zahlen 
hmzu, so ist die so entstehende Gesamtmenge wieder eine abeahlbare °) 
Nach dem soeben bewiesenen Satze existieren dann noch un&ndlich viele 
— ja sogar "hehehig nahe bei jeder eineeinen Zahl jener abzahlbaren Menge 
imendlich v%de — Zahlen, die der Menge vmht angehören und zwar 
müssen dies ausschließlich wraitonale Zahlen sein, da ja alle rationalen 
Zahlen m der obigen Menge enthalten sind. Hieraus folgt aber, daß eine 
aheahWare Menge von Irrationalzahlen niemals alle Irrationalzahlen ent- 
halten kann, nut anderen Worten: 

Die Menge der irrationalen Zahlen ist nicht aleäJilbar 

Da die irrationalen Zahlen hiernach eine andere Mächtigkeit besitzen 
müssen, als die roMoncUen, und diese Mächtigkeit, wie die vorstehende 
Betrachtung lehrt, dadurch charakterisiert ist, daß nach Entfernung jeder 
hdiSbigen abzählbaren Menge immer noch unendhch viele Zahlen übrig 
bleiben, so spricht man das obige Kesultat auch m folgender Weise aus: 

Die Menge der irrationalen Zahlen ist von höherer Mäch- 
ttgTceü, als jede äbgählhare Menge, mshesondere di^enige der ratio- 
nalen Zahlen 



1) S § 20, Nr. 1 (S 118). 

2) In diesem Falle würde nftmhoh ein endhcher Desimalbmoh zum Yorsohein 
kommen, der allenfalli einem der vorgelegten A^ mit der Periode gleich sein 
konnte 

8) Diese Aussage ist ja lediglich eme andere Fassung der schon früher be- 
nOftzten Tatsache, daß man irg^adzwei Zahlenfolgen zu einer einzigen ver- 
einigen kann. 
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8 Da, wie oben gezeigt warde, auch die Meuge der cHgebrazs 
Zahlen abedklhcur ist, so folgt nach der znyor benutzten Schlnßweise, 
nach Entfernung derselben aus der Menge der realen Zahlen noch 
nidtit ahzaMhare Menge ron IrroHondledhlen zurückbleibt Man bezeid 
diese letzteren, die also keiner algebraischen Gleichung mit ganzzahl 
£!oefüzienten genügen können, als iranseendente Zahlen. 

Hiernach läßt sich die Gesamtheit der reeUen Zahlen in die ahjaäM 
Menge der (rationalen und irrationalen) algebraischen Zahlen und 
mcht absäklbare Menge der ircmseendenten Irrationalzahlen zerlegen. 

§ 26. Der Grenzwert einer Folge Ibeliebiger reeller Zahlen. 
Anwendung anf rationale Zahlenfolgen. — Die nneigenfUcl 
Grenzwerte + oo nnd — oo. 

1. Es bedeute Aq, J^, , J^, • , kürzer geschrieben (AJ), 
unbegrenzt fortsetzbare Folge beliebiger reeller Zahlen. Alsdann boU 
folgende Definition gelten: 

Ww sagen, die Folge (A^) lesitee fw mibegremt wachsend 
in Zeichen' für v — ► oo (lies: fwr v gegen un&%dlu^), den Gn 
wert od&r Limes A, m Zeu^ien^)' 

(1) limJL^-^, 

V->00 

wenn eine reeUe Zähl A von der BeschaferiheU existiert, 
\A — ^1 hei hinlimglicher Vergrößerimg von v heliehig Je 
wird, d h wenn jsu leli^ng Tdem vorgeschriebenem s > 
naiwrliche Zahl n vorhanden ist, derart, daß für jedes v ^ n 

(2) \A^A,\<s 8) 

Damit diese Definition einen eindeutig bestmunten Smn gewinn 

1) Man Bohneb &fiher und schreibt zumeist auch jetzt noch lim A^ an. I 

der hier benfttzten (soviel mir bekannt ist, von jüngeren englischen Mathemat 
herrflhrenden) Bciseiohniing hm Av Der wesenthche Vorzug dieser neueren Sol 

weise tritt erst deuthoh hervor, weim irgendeine endliche Zahl diejenige 
hernimmt, welche in dem vorhegenden Zusammenhange das Zeichen oo b 
Vgl hierzu § 88, S. 201, Pußn. 1 

2) Im Falle J. » pflegt man natüdich 

, ^ \Ay\<:, statt |-^^|<8 

zu schreiben. 

Im übrigen sei hier noch ausdrüokhoh bemerkt, daß ea, nachdem die Irrati 

zahlen und die Gesetze, denen sie genügen, voUständig definiert sind, ganz g 

gültig ist, ob man sich diese « jetzt rational oder irrational denkt (Vgl auch 

B. 147, Tußn 1 ) 
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vor allem zu zeigen, daß es, wenn überhaupt, immer nur eine einzige 
Zahl A der fraghohen Art gibt 

Angenommen, es gäbe noch eine Zahl A! von der gleichen Beschaffen- 
heit, so müßte zu jedem e > ein » sich so fixieren lassen, daß gleich- 
zeitig^). 

Daraus folgt aber, daß 

\A-A\<s 

sem müßte, tuie Hein auch die positive Zahl £ angenommen werden möge, 
was wiederum nur möglich ist, wenn geradezu: 

A'^A 
Hiermit ist implizite gesagt, daß ein bei früherer Gelegenheit für 
rationale Zahlen ausgesprochenes Beweisprinzip^) sich auch ohne weiteres 
auf beliebige reelle Zahlen übertragen läßt, nämlich* 

Kann man von awei reellen Zählen A ttnd A' nachweisen, 
daß \A'— A\<,£, wte klein auch dte posttvoe Zalü s (mgenommen 
werden möge, so ist A' «= A. 

Denn ist etwa A — [crj, A' — [a,,'], so folgt- 

|^'-^|-|[<-aJl-[|a;-a,|J 

Die Iconvergente Folge positiver rationaler Zahlen [1«^ — flt/|] definiert 
aber entweder eine leskmmte positive Zahl oder die NvU, und da die 
erste Möglichkeit wegen \A' — A\<,b ausgeschlossen erscheint, so folgt 
[|a;-aJ]-0, d h.A'-^A. 

2 Aus der obigen Definition des Grengwertes emer Folge reeller 
Zahlen ergibt sich unmittelbar eme notwendige Bedingung für dxeJExistenfs 
emes solchen. Denn besitzt die Folge {A^ wiederum den Ghrenzwert A, 
so hat man: 

1J.-^J<-| für v^«, 
also auch' 

\A-A,^^\<Y für v:^n, p-1,2,3,... 
und daher: 
(3) \A,^^-A,\<s für v^n. 

Diese Beziehung hat aber genau die Form, wie die Defimtions- 
formel (III), § 22, Nr. 1 (S. 125) fttr die Konvergene einer Folge ratio- 
neuer Zahlen (d h sie geht in dieselbe über, wenn die A^ rationale 



1) Vgl § 19, Nr. 1 (S 118) 
21 « 18, Nr. 1 (S 108) 
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Zahlen sein sollten). Nennen wir also jetzt auch eine Folge hdieUger 
rcdler Zahlen hnwerifcnt, ittlla diORfDioii der BedinRung (S) f]fenUgen, so 
läßt Hich das eben gefundon«^ lOr^ebnis folgeudcrnmßen uuBsprechen. 

Dtc Kmwprgvnz nnrr Folge Michigey reeller Zahlen A^ 
bildet eint' nofu'fnditic Ikdmgung für die Existcne einei h'' 
stimtnim Grenxwe) tos hnij4^. 

Daß diese Bcdin^unK in jfdnu Falle auch eine hinrt'ichende ist, wird 
im Übernaohston Paraijjraphen alljjfomein bewiesen werden. Hier soll dies 
zunächst nur für die htahfr auHSchließlich betrachtete Art konvergenter 
Zahlenfolgen, nämlich aus lauter raiionulen Zahlen bestehende, festgestellt 
worden. Es gilt niimlich der folgende Satz: 

Die durch eine Iconvcrgente Folge rationaler Zahlen «,, be- 
stimmte Zahl jaj tst zugltnrh im Sinne der oben gegebenen Defi- 
nition der (rrmewert d(^r a^, aodaß also: 

(4) lim tt„ — I a»,] . 

Beweis. Ist die Folge der a^ eine rational -hmvergente, also 
[aj — {aj —a, so besagt das nach der in ^ 19, Ungl. (1) und (3) 
(S. 112, 115) gegebenen Definition lediglich, daß |a--o^| bzw. (im Falle 
a — 0) I aJ durch hinlängliche Vergrößerung von v beliebig Hein wird^ 
und das ist nach Ungl. (2) auch der Inhalt der Aussage, daß die Folge 
der a^ den Orenjtwert a besitzt. Somit deckt sich in dem vorliegenden 
Falle die Behauptung (4) vollständig mit der Yoranssetzunf , daß die 
Folge der a^ die rationale Zahl a darstellen sollte. 

Ist [aJ nicht rational, so verlangt die Behauptung (4) auf Grund 
der definierenden Ungl. (2), daß zu beliebig vorgeBohriebenem « > 0: 

I [aJ — a^ I < B etwa für /* ^ w . 

Den absoluten Wert der Differenz [aJ — a^ für jede« einzelne ju. 
liefert aber die Zahlenfolge Ll^v "^ll; vo v >» 0, 1, 2, •• •. Nimmt man 
jetzt d < fi an, so kann man vregen der Konvergenz der Folge der a^ 
ein m %o fixieren, daß: 

l^+v-^l<<^ '^^ i»ä;w, p-0,1,2,..., 

anders geschrieben: 

|a,-aj<«y für ^;äw, i/^/t. 

Alsdann ergibt sich aber mit Benützung von § 24, Ungl. (2), (2 a) 
(S. 148), daß: 
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und somit schließlich: 

|[aj — a^l^tf<fi für ii'^m, 
womit die fragliche Behauptung bewiesen ist. — 

3 Zu dem Yorstehenden Ergebnis sei noch. ausdrCLckbch folgendes 
bemerkt Es wurde zwar hewtesen, daß jeder Tconvergenten Folge rakoncHer 
Zahlen em bestimmter Qrenmoeri zukomme, aber nicht etwa in dem Smne, 
daß em solcher Gh-enzwert a pnon existiere oder daß seine Existene 
vielleicht gar aus irgendwelchen außerkalh des G^ebietes der reinen Zahlen- 
lehre hegenden Tatsachen oder Analogien, z B sogenannten geometn- 
schen Evidenzen, gefolgert werden könne Vielmehr wurde nur gezeigt, 
daß unter den von uns erschaffenen Zahlen zu jeder konvergenten Folge 
eine vorhanden ist, welche die Eigenschaft besitzt, von aUen Gbedem mit 
hinlänghch großem Index sich hehebtg wenig zu unterscheiden, und es ist 
daher m Wahrheit lim a^ lediglich em neties Zeichen für eine bereits bei 

anderer Gelegenheit geschaffene Zahl [aj, welches gerade diese Eigen- 
schaft m Ennn&^ng hnngen soll. 

Mit Hilfe dieser neuen Beeeichnungstoetse lassen sich die in § 23, 
Formel (U)— (V), (5), (6), (10) (S. 138—142) enthaltenen Rechnungs- 
regeln für behebige reelle Zahlen auch in die folgende Form setzen* 

(5) lima^ ±hm&^ «=hm(a,,±&J, (6) lima^ lim&^ — hma^ft^, 

V-^eo V->oo v->-ee v->ea ■»'->oo v->-ao 

hmchf 
C7) r^-._lim^, (8) (Uma.)*-»- lim («/•»), 

(9) JB(limay,lim&,, ••, limÄ;,) — limJ?(a,, ft^, ••■, Ä;,) 

(wobei in (7) und (9) wiederum der Fall auszuschheßen ist, daß einer der 
auftretenden Nenner den Grenzwert besitzt). 

Diese Formeln sind zunächst ihrem Ursprünge nach (d. h. wenn man 
von vornherein an Stelle von [aj, [6J, • • die Zeichen hm a,, lim 2»^ 

emgeftlhrt hätte) m dl«m Sinne zu verstehen, daß ihre rechten Seiten 
als DefimUonen für die Uv^ verlangten Bechenoperationen zu gelten 
hahen Tritt nun aher der besondere Fall ein, daß die Zahlenfolgen 
[aj, [6J, • •, [ÄJ rationale Grenzwerte besitzen, etwa: 

(10) lim a, — a, lim 6, — ft, • • • , hm fc» — Ä, 

80 stellen die linken Seiten ja schon auf Grund früherer Definitionen (die, 
wie wir wissen, mit den vorHegenden nicht im Widerspruch stehen) he- 
stimnie Zahlen vor, können dann also auch umgekehrt zur Berechnung 
HAn'flTiiDrAn Zfthlen dienen, welche durch die rechtm Seiten j'ener Formeln 
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dargestellt werden Auf diese Weise ergibt sich z. B aus (9) die Be- 
ziehung: 

(11) limi2(a,,&,, ,Ä,)-12(a,&, ,1), 

"welche m Wahrheit wiederum nur eine neue Schreibweise für die in § 23, 
Nr 6 (S 142) gewonnene Formel (13) ist 

4 Besitzt eine Folge lehmiger reeller Zahlen A^ die Eigenschaft, 
daß, wie groß man auch die positive Zahl A annehme, stets eine natür- 
liche Zahl n existiert, derart, daß 

(12) A^>A für v^«, 

so sagt man, A^ werde gleichzeitig mit v postUv unendlich groß und 
schreibt: 

(13) hm ^, ~ -f oo 

1 -►■oo 

(bzw. » oo, faUs kein Mißverständnis möglich ist, wie man ja im ana- 
logen Falle auch bei positiven ZaMen das Vorzeichen -{- wegzulassen 
pflegt). Man bedient sich dann im Anschluß an die Schreibweise (18) 
auch des — genau genommen eme contradtcäo %n aä;}edo enthaltenden — 
Ausdruckes* A^ habe für v — >■ oo den ('imeig&/^lichen) Grengwert -|- c» 
Smd die A^ so beschaffen, daß in analogem Sinne 

(14) -A^>A für v^n 

(anders ausgesprochen* sind die A^ zum mindesten von einer bestimmten 
Stelle ab durchweg negativ und wachsen ihre absoluten Beträge mit un- 
begrenzt wachsendem v selbst unbegrenzt), so sagt man, A^ werde mit 
unendhoh wachsendem v negativ unendlich groß, oder auch J.,, habe für 
V — >■ cx) den (uneigenihchen) Grenewert — oo, m Zeichen: 

(15) hm J^ «= — oo 

Wir bezeichnen Zahlenfolgen mit dem (uneigeutlichen) Ghrenzwerte 
+ oo oder — oo als eigmthch divergente ^) Ferner bedienen wir uns ge- 

1) Ist 

lun jiv =» -)- oo oder = — cxj , 

Bo hat man offenbar in beiden Fällen 

Hm-j— = 

Dagegen könnte umgekehrt ans der letzten Beziehung zunftchst nur geschloBaen. 
werden, dafi 

lim I ^p I = + oo 

r->oo 

Nor, wenn zum mindesten fOx v>n beständig ^v> 0, bzw Ar < 0, würde folgen* 
hm ji^ «= -j- oo bzw = — oo 

r->oo 



Nr 1 § 27 Allgemeine EigenBohaften konvergenter reeller Zahlenfolgen 165 

legentlich des Ausdruckes* für eine Zahlenfolge esnsttere em Grenewert 
im wetieren Smnej wenn sie entweder eine heslimmte Zahl un Siniie der 
in Nt. 1 dieses Paragraphen gegebenen Definition als Grenzwert besitzt 
oder ihre Glieder für v— ► o<? mit heshmmtem Voreeicfien unendlich werden 



§ 27 Allgemeine Eigenschaften konTergenter Zahlenfolgen 
mit beliebigen reellen Gliedern. 

1. Bedeutet Ä^% A'^^\ , J.W, • eine unbegrenzte Folge heUebiger 
reeller Zahlen, so gilt als Definition ihrer Konvergene nach § 26, Nr 2, 
TJngl. (3) (S. 161) die Beziehung- 

(1) |iL(*'+'')-^M| <£ für v^w, tf=l,2, 3, . 

Diese Bedingung, welche der Form nach vollständig mit der für die Kon- 
vergenz rationaler Zahlenfolgen [cj in § 22 (S 126) als üngl. (IE) be- 
zeichneten übereinstimmt, laßt sich wiederum, indem man die dort in 
bezug auf die Zahlen c, gemachten Schlüsse wortlich auf die J.W über- 
tragt, durch die folgenden, formal zwar wemger verlangenden, jedoch m 
ihrer Tragweite gänzlich äquivalenten (entsprechend den a a. mit (U) 
b?w. (I) bezeichnetenj ersetzen 

(2) |J.(''+'^-^Wl<fi bzw. £b (ff-1,2,3,. ), 

d h es zieht nicht nur die Bedingung (1), wie unmittelbar ersichtlich 
ist, stets solche von der Form (2) nach sich, sondern (dem wesentlichen 
Inhalte nach) auch umgekehrt 

Obschon der Inhalt dieser Bedingungen durch die für behebige 
reelle Zahlen geltenden Festsetzungen (§ 23) vollständig definiert ist, 
so erschemt es vielleicht nicht unzweckmäßige zur Übung ihre letzten 
Grundlagen durch Zurückgreifen auf jene frühereu Regeln im einzelnen 
etwas genauer nachzuprüfen 

Es sei etwa: ^W -[<")], ^W-K^] usf, sodaß also jede der 
Zahlen ^W durch eine Folge raUonder Zahlen (ao^, Oi^, , a^*), . ) be- 
stimmt wird, dann laßt sich zunächst die erste der Forderungen (2) aus- 
führlicher folgendermaßen schreiben: 
(2a) |W«+'')]-[aWI<« 

Auf Grund der Definition für die Ihfferenjs zweiei reeller Zahlen (S 140, 
Gl. (HO) ist diese Beziehung gleichbedeutend mit der folgenden: 
(2 |W«+'^)-aA"^]l<ß, 

die sodann auf Grund der Defimtion des ahsohten Betrages einer reeUen 
Zahl (S 143, Gl. (16)) durch die folgende ersetzt werden kann: 
(2c) [|a;»+''^-a^">|]<« 
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GHeichzeitig mit den als konvorgönt ftuzuBehonden Folgen [0^"^ "Jj, [ct^"^] 
Mldün auch die Zahlen | a^"+"^ — a^") i eine konTergente Ft)lge, und damit 
diese eine {eo ipso keinesfalls negative) Zahl < s darstelle, ist nach § 24 
Nr. 1, Fußn. 1 (S 143) notwendig, daß flir hinlänglich große {i 

(2ci) ftt^-+«) a,|-) <;f (tf-i,a, a, ) 

ausfällt, d. h. jedem f > muß sich zunSohst eine natürliche Zahl n und 
Bodann jedem einzelnen tf eine natürliche Zahl m^ eo zuordnen laasuu, 
daß für das betroflfende n und /u j^ m„ (tf — 1, 2, 3, • •) die Bodingunj;;: (Üd) 
erfUUt ist. Dabei bedeutet n eine 7on der Wahl des (T unabhUngigtJ 6«- 
Ämte Zahl, während m^ mit tf vorilnderlich lein kann. 

Umgekehrt würde (nach § 24, Ungl. (1), (la), S. 148) aus der Be- 
dingung (ad) KunUchst nur folgen, daß; 

^ind mau findet hieraus in entsprechender Weise weiter rüokwiirta 
schließend die Beziehung: 

olso die Mweite der Bedingungen (2), welche ja dann gleichfalls die Kon- 
vergent der Folge {Ä^"^) nach sich zieht. 

Da man übrigens ohne Beschränkung der Allgemeinheit t stets al« 
fationdl annehmen kann*), so zeigt Ungl. (2d), wie die Bedingung fttr di« 
^onmgmM der Folge mit den beliebig reeUen Öliedeni A^ lediglich durch 
Zurückgehen auf die bisherigen Definitionen schließlich auf Beziehungen 
zwischen rationalen Zahlen zurückgeführt werden kann.*) 

3. Da die Konvergenzdeflnitionan (1) und (2) genau dieselbe Form 
besitzen, wie die entsprechenden für rationale Zahlenfolgen, und da die 
"(ier Speziea mit beliebigen reeüen Zahlen denselben Gesetzen genagen, wie 
sie für rationale Zahlen gelten, so lassen sich an die obigen Definitionen 
«Ww/i die gleichen Schlußfolgerungen knüpfen, welche in § 22 zur Feet* 
Stellung der Haupteigensohaffcen rationaier Zahlenfolgen geführt haben, 
luabesondere ergeben sich auf diese Weise die folgenden Sätze: 

t Ist die Folge (X^**)) hmvergenif so hat mau für vj^n entweder be- 
ständig; JLW ;^ «, bzw. ul«*) ^ - «, wo « eine gewisse posiUve Zahl be- 
deutet; oder (zu jedem beliebig kleinen a >0 bei passender Wahl von n)i 
I^W|<s. ^ 

1) Vgl. B. 160, FuÖD. 1. 

V) Eine praktlioh «inhohere Löiung dieier Aufgabe iit impUslte in Nr. 1 des 



.-JiL-U._ 
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Im letzteren Falle ergibt sich aus der im vorigen Paragraphen, Nr. 1, 
aufgestellten Grenzwertdefinition ohne weiteres, daß* 

(3) lim Ä^*) =. 



V-^ea 



Da andererseits die Folge der J.W schon eo ipso Tconvergtert, wenn zu 
jedem s > bei passend gewähltem w: ] J.W | < « für v^n, so kann 
man anch folgendes aussagen: 

Etne Folge 'beliebiger redler Zahlen J.W, deren absolute Be- 
trage mit wfibegremt waclisendem v bdxebig Uein werden ^ "hat dm 
Grenzwert NuU. 

IL Die absoluten Betrage der Glieder J.M emer konvergenten Folge 
bleiben stets unter einer endLchen Schranke. 

in. Gleichzeitig mit der Folge (-4.M) Iconvergiert auch jede aus ihr 
herausgehobene Folge (^<"'»')). 

IV Jede monotone Folge (ui^*'), deren Glieder numerisch unter emer 
endlichen Schranke bleiben, ist konvergent^) 

V. Gleichizeitig mit den Folgen (J[M), (J5W), , (ZW) konvergiert 
auck die Folge ijRiÄ^'\ J?(^), • •, JT«*^), wenn wieder JB(X«, 5W, • -, Z^) 
einen begrenetm ratioruden Ausdruck (a S. 133) bedeutet und voraus- 
gesetzt wird, daß keiner der m B auftretenden Nenner ist oder den 
Grenzwert Null hat Insbesondere konvergieren also unter den gemachten 

Voraussetzungen die Folgen: (-^«), (^), (^W±™), (4W±5C)), 
(^C).J5W), (^). 

§ 28. Existenz eines Grenzwertes für jede konvergente Folge mit 
beli6l>igen reell^en Gliedern. — Allgemeine Grenzwertbeziehnngen. 

1. Wir beweisen jetzt den folgenden, zuweilen als Fundamentaisate 
der Andlysis oder als aUgemeines Konvergennpringtp bezeichneten, überaus 
wichtigen Satz: 

Jede konvergente Zahlenfolge hat emen bestimmten Qrentwert 
Oder auch, mit Berücksichtigung von § 26, Nr. 2 (S. 162) etwas 
ausführlicher formuliert: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die 
EseisteM eines bestimmten lim ^W besteht %n der Konvergent 



»-►oo 



1) Bleiben die | A^'^ \ nioM nnter einer endlichen Schranke, so ut die tMno- 
ione Folge (J.<''i) offenbar itets e^gmfMh divergent (s S 164) 
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der Folge (Ä^^^), d h. in der Existenz einer Betnehung von der 
Form' 

(1) \Ä^^+'')-Ä^*)\<6 (r^w, (y=l,2,3, •) 
für jedes s > 

Beweis Da die NotwendigJceit der Bedingung (1) a a. 0. bereits er- 
wiesen winde, so bleibt nnr zu zeigen, daß sie auch hinreichend ist Hierzu 
nehme man eine unbegrenzte Folge positiver rationaler Zahlen d^ so 
an, daß: 

(2) Lm tf, = 

Alsdann laßt sich nach § 24, Nr 2 (S 145) jeder der (im allgemeinen 
irrationalen^)) Zahlen Ä^"^ eine rationale Zahl a^ so zuordnen, daß 

a, - «J, < J.W < a, + d, , 
also: 

(3) |^(^J-aJ<d, 

Die raiionäle Folge (a^) ist dann ehenfaUs stets Jconvergent. Man hat 
ndmLch* 

(4) <(y,^„ + d, + l^('+")-^M| 

Infolge der Voraussetzungen (1) und (2) läßt sich nun n so fixierej, daß 
für V ^ w gleichzeitig: 

|j[(.+.)_^Wj<_»., s^^j-, also auch. d,+„<-|-. 

Alsdann geht aber Ungleichung (4) m die folgende über* 

(6) ia,+„ — aj<fi für v^n, 

d L die rationale Zahlenfolge (a^) ist konvergent und definiert somit 
eine bestimmte Zahl A = [aj Man hat nun femer: 

(6) ^\A-a^+8, 

Infolge der Beziehung A »» [aj und der Gleichung (2) kann man aber 
wiederum ein n so fixieren, daß für v'^n gleichzeitig: 

M-a,|<y, <y,<-|-, 

und somit: 

I J. — J.(*) I < a fflr V ^ w, 

1) Der Fall rattonaler A^"^ ist ja bereit! erledigt Sollte A^^"^ fOr gewisse 
Werte von v rational sein, so kann man einfach setzen ay— ^('>. 
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d li man findet scIilieBlich: 

(7) hm^(*)-^ (-limo,) 

Daß es im übrigen nur eme Zahl Ä'^hmA^*^ geben kann, wurde bereits 
in § 26, Nr. 1 (S. 161) hervorgehoben. "*'* 

2. Daß es wegen der großen Willkürlichkeit, welche bezügbch der 
Auswahl der Zahlen d^ nnd a^ besteht, unendlich viele verschiedene ratio- 
nale Folgen zur Definition der Zahl Ä gibt, hat nichts überraschendes, 
da ja jede reelle Zahl A durch unendlich viele verschiedene Zahlenfolgen 
defimert werden kann (§ 23, Nr. 2, S 136). 

Im übrigen wird man jene Zahlen a^ am einfachsten denjenigen Zahlen- 
folgen [a^**)] entnehmen, welche zur Definition der J.^") vorhanden sind. 
Sind nämlich die S^ irgendwie angenommen, so kann man, wegen 
JLW n lim a^"), für jedes i/ «» 0, 1, 2, • • • eine positive ganze Zahl m^ so 

bestimmen, daß: 

(8) 1^^'^ -<!<*, 
Man hat sodann (s. Ungl (3), Gl. (7)): 

(9) a»~ai3 und: lim -^W - lim o g . i) 

Sind insbesondere die jI^") durch systematische Brüche definiert 
— etwa: ^C) =- hm ff^") — , so hat man (vgl. § 24, Üngl. (16), S. 148) 

6J!)<A^^)<6^r^-^^ (/^-0,1,2,. 0; 

also speziell für ju » i;: 

(10) |^(v)^tf;.)|<i., 

und da oJBfenbar die Wahl d^ — -- der fraglichen Bedingung lim tf ^ — 
genügt, so kann man m diesem Falle setzen: 

(11) a, - tf^W, d. h. schließlich: lim J.«"^ - lim tf^W. «) 

3. Aus der Existenz eines eindeutig bestimmten lim A^''^ für jede 

V->00 

konvergente Folge A^''^ lassen sich im Anschlüsse an die Sätze von Nr 2 
des vorigen Paragraphen noch die folgenden Schlüsse ziehen' 

I. Hebt man aus der konvergenten Folge [A'^^y] irgendeine Teilfolge 
[A^^r)] heraus (deren Konvergenz nach (HI), S. 167, feststeht), so hat man : 

(12) lim ^(V - Um J.W. 

1) Da die my nur an eine imtere Schranke gebunden und, so kann man die- 
aelhen speziell bo auswählen, da0 sie nui v bestBndig wachaen. Vgl hierzu 9 ^^i 
S. 271, Fufln. 2 und B. 278, Fufin. 1. 

9^ Ya\ liierzn ft 48. Nr 4 (8. 290, PuBn. 2) 
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ütnaekeJirt: ht hoi ^i'"' - hm ^,<'' mul bi-deutet t A<'J) «ia« aui d«. 

Temen Äjf'*\ ^/"^ w^«mttiWf/f.Nrfff/r Fulge, «o ktmtfrgitrt (4W) ^^j 
zwar ist: 

(13) Um -4<''» - hm ,4,«" « lim .4,1'' 

(Beweifle genau wie in § 23, Nr. -t Ö .lÜH)). 

IL Aus dem enten der »hm &ui|foipri)dbt}neit Hltiut folgt Qnmity. 
bar: Enth&lfc eine kowtrgmte Kol^« (^l'"*! iri^t^ndRiae» T*jrm 2 uaenilioli 
oft (d. h. hat man flir irgt^adeinti KoIf(H tn^ unlj«KnMJxt wuchsendor nRtü^ 
lieber Zahlen: X^"^-j4), «o ist auch: 

(14) hm -4»»» « .-i 

III. Jede monotone Folge, deren Terme numerisoh unter einer pon* 
tiren Zahl bleiben, beiitst einen bnatimmten Qrenxwert. *) 

IV. Sind [A^% [B^% • •, [A'W] konoergmk Folgen und bedeutet 
JB(^{''), B^f)^ . . .^ jjrc)) irgendeinen bfgri»MUm radtmahn Au9dmh (i, § 22, 
Nr. 8, S. 188), so ist: 

(16) JR(lim .4W, lim £W, • • -, lim iC«")) - lim Ä(i4«^>, Bt'>, • • -, JäTW), 

vorausgesetzt, daB ktxner der in 12 auftretenden Nenner Nmü ist 
Beweis. Nach Nr. 1 kann man jeder der Fulg«n 

eine rationale Folge 

00 zuordnen, daß: 

(16) lim^W-limo,, lim JS^") - lim &„ . . ., lim ii:<*>-limJfe,. 

Man hat also: 

(17) JR(lim ulW, lim J?«*), • -, lim ä:«) - Ä(iim fl„ lim b,, - ., Um *,) . 

Nun ist nach G^l. (9) des § 26, Nr. 8 (S. laS): 

B(lim a^f lim &^, • • ., Hm *,) - lim Ä(a,, 5^, • • •, *J, 

Bodaß man die Gfl. (17) zunftohit durch die folgende anetMu kann: 

(18) JR(lim A^'\ lim BW, • • ■, Um iCW) - lim i?(a„ ^, ' • -, W . 

1) Bleiben dl» Glieder einex mOHoUmn Folge (il'"'} nomtxiHh nickt vjAu 
einer endlioheA Schranke, lo hat man (tgl. fl. l«7, S^a. i)i Um il«*^ <- + <» 

odert lim J.(*? »^ - DO. J«(Io numoton« Folge besltsb »Im tinta Ormmurt m 
inindeaten im w^tvm ÄMtu« f* Aa„ d.vi-ö — . -- - - — 
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Bildet man jetzt diejenigen Zahlenfolgen, die aus den Termen 
(J.W, aj, (J5W^ fej, , {^^'^\ K) zusammengesetzt sind, und bezeiolinet 
dieselben mit (SI^), (i8J, • •, (St^), so sind dieselben hmvergent (nach, 
dem zweiten Satze yon I dieser Nummer) und es konvergiert auch die 
Folge [JB(St,, SB,, • , Ä,)] (nach § 27, V, S. 167). Sie besitzt daher einen 
bestimmten Qrenmoertf welcher (nach I dieser Nummer) auch jeder heraus- 
gehobenen Folge zukommt, man hat also: 

f-l^JS(a„6,, ,fc,) 
binJ2(a„»„ .«.)! rm*JJ(^nBW, ,2S:W), 

Bodaß Gl (18) schließlich in die folgende übergeht: 

JB(limJ.W,limJBW, .-, UmÄ!«*)) - lim E(^W, BM, • , JfM), 

womit die ausgesprochene Behauptung (15) bewiesen ist. — 

Es bestehen also ftlr solche aUgemeine Ghrenzwerte vom Typus 
hm J.(^) dieselben Fundamentalbeziehungen, wie fdr Ghrenzwerte rationaler 

Folgen, insbesondere: 

(19) -lim^M-lim(-^W), 3^-lim-^, 

(lim^(''))±'»-lim(-4(')*'") 

(20) lim^W±limJ5{'')-lim(J.W±J5W), lim-4W limBW-lim.lW.5W, 

r->ie »■>« *-*•• y->»» f->to y-^n 

Schließlich sei noch folgendes bemerkt. Bedeuten wieder [.i-W]^ [B(*)] 
konvergente Folgen und hat man zum mindesten für v ^ n: 

(21) ^W<BW, also: JLW-.BW<0, 
so läßt sich daraus nur folgern, daß: 

lim(^W-BW)^0, 

also, wegen: hm (^W— JBW) . lim J.W - lim BW, sohließlioh: 

(22) lim ^W^ lim BW.») 

Hat man femer zum mindesten für v ^ n: 

(23) ^W<BW<CW oder auch: ^.W^BW^CW 

1) Die Benehung (88) gilt offenbar auch im Fftlle. lim J3<*^ — -f- oo. 
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und es besteht außerdem die Beziehung: 
(24) lim J.(') - hm C« 

(und zwar gleichgültig, ob diese Grenzwerte endlich oder unendlich aus- 
faüen), bo folgt: _ j^^^ ^(,) 



(26) lim 5M 



r-»-« 



hm CW, 



eme Schlußweise, welche für die Besthnmung von G-renzwerten häufig 
von Nutzen ist 



Kapitel IV 

Potenzen mit beliebigem Exponenten nnd Logarithmen. 

§ 29 Wurzeln ans poslÜTen reellen Zahlen nnd gebrochene Potenzen 
jnit posltlTer reeller Basis. 

1 Das Problem, welches zunächst den Anlaß zur Einführung der 
allgemeinen redien und insbesondere der trrahondlen Zahlen gegeben hatte, 
nämlich die Auflösung der Gleichung 

(1) a;'" = a 

(wo a eine positive ganze Zahl, die nichii gerade gleich der wi*"* Potenz 
einer anderen natürhchen Zahl), laßt sich nunmehr ganz in dem oben 
(§ 21, Nr. 5, S. 124) bereits angedeuteten Sinne erledigen. Wir fanden 
zunächst m dem eben zitierten Paragraphen emen unbegrenzt fortsetzbaren 
Systembruch ff,, welcher der Beziehang genügte (S 122, Gl (8))' 

(2) { tfy™ } '^ct, anders geschrieben ^), [tf^"'] «= a . 

Da aber nunmehr [ffj eine bestimmte Zahl vorstellt (§ 23, Nr. 2, S 136) 
und außerdem nach Gl (ö), S. 141 : 

(3) W" -[<*."•], 
so folgt: 

w w"-«, also- y^-M. 

Die offenbar allemal posihve und trraiwnale Zahl [tf J hefert somit 
eme Losung der Gleichung af^ =~ a, und zwar, wie leicht zu sehen, deren 
eineige positive Losung Denn aus: 

[^yj« = [r J" — a 
würde folgen: 

Q-M"- W" - (W- W)(W"-^+[^]"-'W+ + W"-^) 

1) Vffl S 28, Nr 1 fS 184^ 



Nr 2 8 § 29 Woizeln aus positiven reellen Zahlen 173* 

Ist nun [r^] > 0, also der zweite Faktor der rechten Seite wesent- 
lich positiv, so folgt' 

also: 

2 Tritt an die Stelle der natürlichen Zahl a ein positiver reduzierter 
Bruch — , so bestimme man zur Auflösung der Gleichung jc"* = ^ zu- 
nächst, wie in Nr 1, zwei positive Zahlen [ö^'], [<?/'] (deren jede sich 
speziell auch auf eine gomse Zahl reduzieren kann), derart, daß: 

(ß) [<r-v, KT -3 

Da sodann* 

Wf " W^^l ■" Ltfv'""] " LU/v J " L<T/'J ' 

so folgt schheßlioh: 

(6) [|,]"-f, also: >^ - [^4] 

Man kann aber auch behufs Auflösung der Gleichung rif" » jL auf die 

Zahl ~ ganz direkt das nämliche EinscKheßungsverfahren anwenden, wie 

im § 21 auf die ganze Zahl a. Man gelangt auf diese Weise entweder 
nach einer "begr&Mim Anzahl von Operationen zu einer Gleichung von 
der Form. 

(7) C-f, ^0- tf„»ao + f + . +^%, 

oder zu einem unbegrennt fortsetzbaren Systeme von Ungleichungen der 
Form: 

(8) ^^ < f < (^ + v)", d h. man findet: K]- - f 

Dabei kann jedoch im Gegensatz zu dem vorher behandelten Falle [0J 

hier auch periodisch ausfallen, also eine rationale Zahl — vorstellen. Man 

hat alsdann: — — (~) — -hj, also wenn man jp zu g, u zu v als relativ 

pnm voraussetzt: j) =» w", g — «*", Das »weite Verfahren würde also in 
diesem Falle auf emen unhegrengtm Prozeß führen, während das erste 
nach einer mälv^en Anzahl von Versuchen die fragliche Lösung liefern 
müßte. 

3 Das in Eede stehende, im § 21 näher auseinandergesetzte Em- 
schlieBungsverfahren liefert aber offenbar auch noch die Auflösung der 
Gleichung af — -i, wenn A eine beliebige reelle joosiiive Zahl bedeutet. 
XT„« ,„4. «,Ä«« A itMfnhfmnJ Ann A^nffcreten einer Gleichung von der Form 
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6^ n A oder eines nnbegrenzten penodischen Braches [ff J luer definitiv 
ausgeschlossen, da die m*' Potenz einer rationalen Zahl niemals der IrraHo- 
nalgoM Ä gleich sein kann. Man findet hier also allemal ein unbegrenzt 
fortsetzbares System yon der Form: 

(9) ff^"<^<(tf^H--^)'" imd hieraus: [ffj^-ui, 

wo [ffj eine positive Irrationalzahl vorstellt Und man erkennt, genau 
wie in Nr 1, daß es stets 'nw eme posüwe Zahl geben kann, welche 
der Gleichung a;"* = JL genügt 

4 Nachdem nunmehr die Exisiene von Yä, d h der jpositiven 
n^n Wurzel aus der posUtven reellen Zahl Äj als einer eindeutig bestimmten 
reeRen Zahl erwiesen ist, lassen sich die Bedhnungsregeln für solche 
Wuredn mit Hufe der fOr JPoteneen geltenden in folgender Weise fest- 
stellen. Da die Deßniiionsgletchungen bestehen: 

(10) {V^Y'-Ä, {VW-^. 

so folgt: 

also: 

(11) VäVB-VÄB. ^-y§ (speziell: l^-f^- 

Wendet man die erste dieser Gleichungen sukzessive zur Bildung 
eines Produktes von m gleichen Faktoren YÄ an, so ergibt sich: 

(12) Ot/Z)'"-V3^ und hieraus (VI)-" = -1= - |/T « ^<I=^ . 
Nach Gl (10) hat man femer: 

(yi±^3"-^±«, also: (yi±^^*~Ä^P'^ (^oi)>0), 
und daher: 

(13) "yjiT^^yji^ 

Weiter ergibt sich: 
und somit* 



(14) 



VvÄ^VvI^'^VÄ 
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Um auch noch das Produkt oder den Quotienten zweier Wurzeln 
'on der Form V^^ V^' (wo n>0, n'>0, wahrend w, m' behebige 
Vorzeichen haben dürfen) durch eme emzige Wurzel darzustellen, hat 
aan zunächst nach Gl (13): 

13a) VI^ = ""K3^, y2^ = "vi^, 

uid daher mit Benützung von GL (11): 

16) Vir Vjy=''Vj.'»«' + '»'», ^^-"V^mn'-m'n, 

Schließlich erkennt man noch unmittelbar die Richtigkeit der Un- 
gleichung: 

16) VÄ>yB, wenn: (^Z)" > (yi)", dh. ^>J5, 
ms welcher sich zunächst noch die folgende ergibt: 

" V3^ > "V^"»'» , wenn: J."»"' > Ä^'" , 
d. h. mit Benützung von (13 a): 

(17) V2S>V^»', wenn. [^^^; „„-<.'„;') 
und speziell für «» — »»'■- 1 : 

(IT.) yz>vz,™n=j^j;;:;>»; 

5. Da die formaU Anwendung der für positive ganzzahlige p, n 

±- 
geltenden Regel: (-4*')* — -4*'" auf das Symbol J. " die Beziehung 

liefert: 

und andererseits die Definitionsgleichung besteht. 

so definiert man das obige Symbol als eine im Falle Ä>0 eindeutig be- 
stimmte reelle Zahl durch die Gleichung: 

(18) Ä^^^yi^, sodaßalso: (18a) .4"- V^^-*^—^' 
1) Dabei iat wiederum n > 0, n' > angenommen, wahrend m, m' behebige 



Yr.__i.L>^ liaKan iIIIi^ati 
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Hau bemerke, daß alsdann Gl. (13) die Form annimmt: 

(19) ^^«»^ ", 

±-^ 

d h. die durch das Symbol Ä " repräsentierte Zahl hängt nicht von 
den eimelnen gangen Zahlen m und n, sondern ledighch von der ratto- 

nalen Zahl ± — ■=- c ab Damit ist also der Begriff der Potenz auf den 

Fall eines "beliebigen rationalen Exponenten übertragen und zwar in der 
Weise, daß der bisher ausschließlich zugelassene Fall eines ganazahhgen 
Exponenten, d L der Fall m — pn, sich dieser aUgememeren Definition 
unterordnet Für m =pn resultiert ndmbch aus Gl (18) (mit Benützung 
von GL(12))' 



Man bezeichnet dann solche Potenzen A°, faUs c Tceme ganze Zahl, als 
gebrochene und im Gegensatz hierzu als gange, wenn c eine ganze Zahl 

Im übrigen genügt dann dieses erweiterte Potenzsymbol A^ den 
nämlichen Yerknüpfungsregeln, wie die gansse Potenz. Setzt man wie- 
derum c <=> — , wobei man offenbar allemal n als wesentlich positiv an- 
nehmen kann, während jetzt m eine positive oder negative (ganze) Zahl 
vorstellen mag, so folgt aus Gl (11) durch Substitution von -4"*, J5*" für 
Ä, B and Einführung des neuen Symbols (18) zunächst: 



A'.S'-{_ABY, ^-(1)", 



also: 



A\o 



(20) A^ B^-^iABy, ^"(4) 

Sodann gehen die beiden Gleichungen (16) durch Einführung jener 
Schreibweise m die folgende über: 

m 

also, wenn noch —r'^c' gesetzt wird: 

(21) A . 4«^- ^0+'^, ~ - A-''. 
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Ferner ergibt sich mit Benützung von GH. (18), (12), (14): 

d. L 

(22) (^y=^"'. 

Ersetzt man m Ungl (16) Ä, JB duroli ^% JB", so folgt. 

i2 iii f J.>5, w>0, 

J.»>5", wenn: J.'">J5'", d. h. wenn: \j^^ß w<0 

(23) ^«>5o, wenn: | ^ < ^^ , < o, 

und speziell f ttr B =- 1 (wobei dann: 1« - l"« - (^1)"' -= 1} : 

[ A>1, c>0, 
(23a) A'>1, wenn: |^^^^ ^^^ 

m' 
Schließlich gehen noch die Ungleichnngen (17) für — « c, ■;;jr =- c' in 

die folgenden über: 

{ Ä>1, c>c', 

(24) 4.>^', w.».- |^<i_ ,<„. 

(die übrigens auch aus (23 a) hätten gefolgert werden können, wenn man 
daselbst c durch c — d ersetzt und sodann die Ungleichung mit J."' mul- 
tipliziert). 

6 Durch die vorstehenden Betrachtungen ist nunmehr die Aufgabe 
gelöst, den (emzigen) positiven Wert einer Poteng mit pos^üver Basis und 
hdtehgem rationalen Eopponenten als eindeutig bestimmte reelle Zahl zu 
defimeren und ihre vollkommene Analogie mit der gewöhnlichen gcmeen 
Potenz nachzuweisen. Es liegt nun nahe, den Begriff der JPoteng noch in 
der Weise zu erweitem, daß man statt der rationalen Exponenten c beliebige 
reelle, durch rationale ZaMenfolgen definierte JExiponenten C — [cj — Hm c, 
zuläßt. TJm dann vor allen Dingen Ä° überhaupt zu definieren, hatte man 
nach Analogie der früher für die rationalen Biechnungsoperationen mit 
allgemeinen reellen Zahlen aufgestellten Definitionen zu setzen*): 

A^^" - lim A'^^ (vgl. § 26, Öl. (9), S 163), 

r->oo 

1) B«i Befolgung diesea PrinzipB hatten wir schon JA \=J."/, wo 
jl»«[a,]-.hma„ nach Analogie von (lim aO" — lim (av") , durch die Formel- 



(1) 



f/i - hm Va, 



»■>oo 



definieren können. Da sodann (die leicht zu beweisende Konvergenz der itraUo- 
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und es würde sich dann zunächst darum handeln, die Konvergenz dei 
aus wohldefinierten reellen Zahlen hestehenden Folge Ä"* {y =» 0, 1, 2, • •) 
festzustellen^ sodann die für A'^ geltenden Reohnungsregeln aus der 
obigen Defiiution abzuleiten Hierzu bedürfen wir noch gewisser For- 
meln zur Abschätzung von Differenzen der Form (-4"— B^) und {A°— A''')^ 
welche im folgenden Paragraphen entwickelt werden sollen. 



§ 30. Abschätznngsformeln für Potenzen mit rationalem 
Exponenten. 

1 Bedeutet P eine beliebige, Ton 1 verschiedene positive, n eine 
natürbche Zahl, so ist 

I> n, wenn: P> 1, 
< n, wenn : P < 1 , 



(1) ^-' 
l-P 



und daher für P>1- P«- 1 > m(P— 1), 

„ P<1: 1-P"<n(l-P), also: P"~l>w(P~l), 



nalen Folge (m,,) vorausgesetzt) nach § 28, 5 171, letzte der Formeln (19). 
(2) (hm Va^y - hm ((V^,)") - lim rtv - ^ , 



r-^oo 



80 erscheint hiermit die Bezeichnung Yj. für die durch Gl. (1) definitrtt Zahl 
gerechtfertigt Da sich indessen die Exatene von yA, d. h einer hesUmmten 
posüwen redien 2!ahl, welche dei' Qleichung ot" »> ji genügt, mit den n&mlioheu 
Mitteln ganz direkt nachweisen ließ, wie diejenige von ya bei positivem ratto- 

näl&t a, und sodann alle die weiteren Beziehungen, denen ^A »^ A^ und jI*^ « J. " 
genügen, gleich für den allgemeinen Fall einer behd>tgen reellen (sc. positiven) Basis 
unmittelbar angeknüpft werden konnten, so erschien es zur Vermeidung unnötiger 
Wiederholungen zweckmäßig, statt des soeben angedeuteten wohl näher liegenden 
Weges den im Texte angegebenen einzuschlagen Daß übrigens die im Texte be- 
nützte Definition von y A zu demselben Resultate führt, wie die oben unter Gl. (1) 
gegebene, d h. daß allemal 

limi/^ — y2, 

wenn yA die nunmehr bereits volVcommen deflnterte reelle Zahl bedeutet, folgt mit 
Berücksichtigung von Gl. (2) unmittelbar aus der am Schlüsse von § 29, Ni. 8 
(S 174) gemachten Bemerkung, daß es nur eine positive Lösung dei Gleichung 
a;*«=»jl gibt 
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Bodaß also m jedem Falle für P > (nur exkL P =- 1) die Beziehung*) 
besteht: 

(2) P«>H-«(P-1). 

-i. _* i 

Ersetzt man hier P durch P~ * fwo: < P » < 1 oder P~ " > 1, 

d. L wieder nur: P> und von 1 versohieden), so folgt: 

P-»>1 +n(p""~l), 
also- 

(3) p-T<i + l(p-i_i)„i_I, ^. 

Man bemerke zunächst, daß die rechte Seite dieser Ungleichung stets 

•wesentlioh jxwiVh? ist'), da sie ja über der positiven Zahl P " hegt So- 
mit ergibt sich durch Übergang zu den reziproken Werten: 

« P*>- 



l-L ^-^ 



n P 



Bedeutet nun K eme jiost^tve oder n^atwe Zahl, die ntemensc/i. kleiner 
als 1 ist, so hat man. 

(5) l>l-jr«-(l-JS:)(l + JO, alBo: ^-l^>n-js: 

Wird also vorläufig angenommen, daß — • --^- < 1 , so folgt auf 
Grund der letzten Ungleichung aus (4) a fortiori: 

(6) p-^>i + i..£ji, 



1) Die in § li (b. üngl. (16), S 82) gegebene Herleitnng der nftmhohen Be- 
ziehung entreokte sich nur auf den Fall P > 1. 

2) Man erkennt dies auch direkt am der Form dei AnBdruokes* 

1 P-1 



Ist n&mhoh P>1, so ist 
iBt dagegen P< 1, bo wird: 



'-« P 



o<i^<h 



1 -P— 1 ^n 



n P 
also in beiden Fallen der fragliche Ausdruck po^itw. 
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und hieraus durch die Erhebung m die m^ Potenz, mit Benützung von 
UngL (2): 

(7) ^">l + f ^ 



Dabei kann man aber die oben gemachte Nebenbedingung' 

<1 



P— 1 
P 



schließlich wieder faUen lassen Dieselbe ist namhch allemal von selbsi 
erfüllt, -wenn P>1 Ist dagegen P<1, so wird F—1, also auch 



m P— 1 . , , , 1 



P- 1 



p negativ, und daher, wenn — — j, — ^ 1 sein sollte, die 

rechte Seite von Ungl (6), (7) negativ, allenfalls NiiU. 

In diesem Falle sagen also jene Ungleichungen etwas zwar triviales, 
aber immerhin nchüges aus Man hat somit, wenn man noch in üngL (6) 

bzw (7) — —= c bzw — =» c setzt 

(la) P" > 1 + c — p— für jedes rationale c>0, 

ohne jede wettere Etnschrankimg, als daß P positiv imd von 1 verschieden^) 
anzunehmen ist (wahrend freüich die praktische Brauchbarkeit dieser 

Formel erst beginnt, wenn c — p— > — 1, d. h- P > — t-t) 

Aus (la) lassen sich zwei wrlcsamere Ungleichungen (d h. solche, 
die eme höhere untere Schranke für P" liefern) herleiten, wenn man 
die beiden Falle c > 1 und c < 1 besonders behandelt 

Ist zunächst c>l, also c— 1>0, so hat mau auf Grund von (la): 

P-i>l + (c-l).^ 
und hieraus durch Multiphkation mit P 
(Ib) P''>P + (c-l)(P-l)-l+c(P-l) (c>l)>) 

1) Fflr P = 1 tritt an die Stelle dieser Ungleichung die Gleichtmg ' 

1" = ! 

2) Diese Beziehung liefert m der Tat eme Versohärfang von Ungl. (la), d h. 
man hat stets 

1+c (P-l)>i + c :P=i, 

also 

Dies leuchtet nnmittelbar ein, wenn P > 1 Ist nun aber P < 1, so ist 
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2 Um eine entsprechende Beziehung fdr den Fall c < 1 zu gewinnen, 
substituieren wir m der letzten Formel — für c, sodaß also, wenn man 
noch Q an Stelle von P schreibt, sich ergibt: 

<2^>l+y(<2-l) (faUs: 4->l, also: c<l). 

-- 1 
Seiat man jetzt ^ " =■ p, wo offenbar P wiederum nur der Bedingung 

zu genügen hat, postttv und ^ 1 zu sein, so folgt: 

und, wenn man diese Ungleichung nach -^ auflöst: 
i,<l + c(-i-l)=.l- 



P— 1 
P ' 

also, durch Übergang zu den reziproken Werten* 

P—t 

1 — 



(Ic) P°> l^-j^l + c pJ'.^pLi) (0<c<l)^) 



P 
Es bestehen somit zur Abschätzung Ton P" (für jedes P > 0, exkl. 



P— 1 
P-l<0, :^~-<o 

und 



P ' 

also 

1) Auoli hier ist (wenn man die Wurkong dieaer Formel mit derjenigen von (la) 
vergleichen wiU); 

1 ^, , P— 1 



1 — 



P 



Dies folgt auB üngl. (6), Bofem c 



P—t 



<C 1. iBt dagegen c 



P—1 



>i, 



p 1 

■was nnr dann eintreten kann, wenn P<1 ist, lo wird c ^ — ^ — 1, alao die 

rechte Seite der obigen Ungleichung negahv oder NvH, während die hnke itets 
nomiM) bleibt. 
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P — 1) die drei Beziehnngen (la) — (Ic), die wir der besseren Übersicht 
halber nochmals zusammenstellen: 



(I) 



f(a) 
(b) P''> 



1 + c 



P— 1 



H-c.(P-l) 
1 



' 1 — c 



p — 1 



(c>0) 

(ö>l) 
l+c -^~^p^ (0<c<l) 



P- 1 
P-cl 



Um auch eine oJere Schranke fttr P" zu erhalten, bilden wir ans 

diesen Ungieichnngen durch Substitution von -= für P zunächst die 
folgenden: 

f («) ( l-c(P-l) (e>0) 

1 



(8) 



(b) (iy>|i-c.^-^ 



(c) 



(0<c<l) ») 



Die rechte Seite von üngL (a) ist positiv, wenn P < 1 + — ; diejenige 
von UngL (h), wenn P < ^-^ ; diejenige von Ungl. (c) in jedem Falle 



1) Die Beziehnngen (8) liefern zugleich auch eine untere Schranke füt P" im 
Falle c<0. Ukd. hat zunächst (^ — p-", und wenn man sodann durchweg — o 
an Stelle von c schreibt und dafür c < annimmt, so findet man: 



(I') 



(b) 
(c) 



pe^ 



1+C (P-1) 

P— 2 
P 



1 + C 



(0<0) 
(C<--1) 



l l_c(P-l)-^+'' l-^c(P-l) (-l<ö<0) 



Um auch hier eine obere Schranke zu erhalten, braucht man nur bei den Ungle^ 
ohungen (I) unter der Voraussetzung, daß durch geeignete Einschränkung von P 
die rechten Seiten dorohvreg poatHv bleiben, zu den reziproken Werten überzugehen 
und schließlich wieder c durch — c zu ersetzen. Alsdann ergibt sich- 



(n-). 



(a) 

(b) 
(0) 



P'< 



^P^"^ + - pS^VfIi, {^<o,p>^) 



■Wi)"' + *' i-!(P~i) H-^'^>^+-c) 



1 + C 



p— 1 



(-l<c<0). 
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(wegen c < 1, P > 0) Somit ergibt sich durch Übergang zu den rezi- 
proken Werten: 



(11) 



(b)P°<. 
(c) 



l-C — p- 



l+ö (P-1) (0<c<l). 

3 Für das folgende erweisen sich die Beziehungen (Ib) und (II c), also : 

(Ib) P''>l+c(P-l) (Ol), 

(nc) P<'<l + c(P-l) (0<c<l), 

als yoUkommen ausreichend ^) Substituiert man zunächst in (Ib): P™ -g- 

(wo die Zahlen Ä, B keiner weiteren Bedmgung zu genügen haben, als 
pos%Uv und voneinander verschieden zu sein), so folgt zunächst: 

also, nach Multiplikation mit J?": 

(9) A°-B'>c B''-'(Ä-B) (c>l). 

um zunächst eme analoge Beziehung für n^ative c < — 1 zu erhalten, 
ersetzen wir A, B durch A~\ B~^ und schreiben vorläufig c' statt c, 
sodaß sich also ergibt: 

A-'^-B-''>c'-B^-'^(A-^-B-^)'~e'-A-'-B"''{B-A) (c'>l). 

Ist nun A<.B, also -^ < 1, so ist die rechte Seite dieser Ungleichung 
wesenthch positiv imd die Ungleichung bleibt also a fortiori bestehen, 
wenn man jene rechte Seite mit -g- multipliziert; ist andererseits J.> B, 
also die rechte Seite wesentlich negativ^ so bringt deren Multiplikation 



1) loh bemerke deshalb axudxüoklioh, daft man, die m Nr. 8 lediglich einer 
gei^iioen YollBtftndigkeit zuliebe gegebenen Ent^oklnngen beiaeite laiiend, die 
Pormel (11 c) anoh ganz unmittelbar ans (Ib) herleiten kann, ohne den Weg über (Eo) 

xmd (8c) sa nehmen. Schreibt man n&mlioh in (Ib) — itatt o, lo wird: 



p-5->i^;l(p_i) (0<o<l), 



und, wenn man lodann P° für P anbititaiert: 

P>l + 4-(P"-l), 

aIm in der Tatt 

P"<1 +fl(P-l) (0<c<l). 
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nut ^ > 1 gleichfalls eine Verkleinerung hervor. Man erhält auf diese 
Weise m jedem Falle. 

und wenn man schließlich noch c'== — c setzt: 

(9a) Ä'-S'>C'B<'-'iÄ-B) (c<-l), 

d h. die Beziehung (9) gilt unverändert aucli für c< — 1; also allgemein 
für I c I > 1 

Zur Herstellung einer entsprechenden Beziehung für | c j < 1 setzen 

wir in (II c) -P =» -r iind finden zunächst' 

B''-Ä''<c-A°-\JB-Ä), 

also dujrch Multiplikation mit — 1. 

(10) Ä'-B'>C'Ä'-'(Ä-B) (0<c<l). 

Ersetzen vm auch hier wieder Ä, B durch A''^ B~^ und schreiben c' 
für c, so folgt 

A~<^^B'''>c • A^-''(A-'-B-') -^ c' • A-'^ -B-^B-A) (0<c'<l) 

Die rechte Seite dieser Ungleichung wird aber wiederum noch verTcleinertj 

wenn man sie mit (-gj (wo* (-^j <1, wenn A<B usw.) multipliziert, 

sodaß also: 

A-'''~B-'^>c' B-o-'^B-A) 

und, wenn man wieder noch c =• — c setzt: 

(10a) A°-B'>>c B'-^A-B) (-l<c<0). 

Man bemerke, daß diese Ungleichung rncht dieselbe Form hat, wie 
die Ungl (10), aus welcher sie hervorgegangen, vielmehr genau mit (9), 
(9 a) überemstimnit. Da sie im übrigen, wie man sich leicht unmittelbar 
überzeugt, auch noch für c =» — 1 richtig bleibt^), so gilt schließlich 
Ungl (9), außer für c> 1, auch für aUe c<0 

1) Sie nimmt für c m — 1 die Form an 

"Sxm ut fSr alle positiren, voneinander verschiedenen J., J3: 

(J?-^)»>0, 
also 

JB{B-Ä)>A(B — A), 

■vrorauB durch Divuion mit AB* sofort die Biohtigkeit der obigen Ungleichung 
resultiert 



(in) c.J5<'-i(^-J?){^U''-JB''{^|c A'>-\A-JB)\^ 
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Um zu der tmteren Schranke, welche durch Ungl (9), (10) für 
Je _ S° geliefert wird, eine entsprechende obere zu gewinnen, braucht 
man daselbst nur Ä und B gegenseitig zu vertauschen. Alsdann ergibt 
sich, wenn mau noch durch Multiplikation mit (— 1) das Zeichen > in < 
überfahrt: 

(11) ^0 - 5° <c ^"-1(^.-5) (c<0 und c>l), 

(12) ^"-5''<c B'-^Ä-B) (0<c<l). 

Die Beziehungen (9) — (12) lassen sich dann schbeßlioh in folgender 
Art übersichtlich zusammenfassen: 

|(c<0 und Ol) 

.(0<c<l) 

und es sei nochmals darauf aufinerksam gemacht, daß dabei J., B ledig- 
lich als positiv und vonemander verschieden vorausgesetzt werden, d h. 
sie gelten ebenso für J. > J? > 0, wie füi J? > ^ > ^) 

4. Für den äbsoluien Betrag von Ä' — B'^j wo c eme beliebige, von 
KuU verschiedene rationale Zahl bedeutet, ergibt sich aus (III) offenbar 
eine Delation von der Form: 
(18) |^''-J3''|<|o|.J!lf.|J.--5|, 

wo M die größere der beiden Zahlen A''^ B""^ bedeutet. Um dies durch 
eine passende Bezeichnungs weise zum unmittelbaren Ausdruck zu bringen, 
werde zunächst c > 1, also c — 1 > angenommen. Ist sodann Q- die 
größere der beiden Zahlen A und B, also: 

so folgt (s. UngL (23) des vorigen Paragraphen): 

j^fl-i^ö^o-i^ B'-^^Qo'^ also: Jf- G^-i 

Ist dagegen c < 1, also c; — 1 < 0, und hat man andererseits: 

Ä^ff>0, B^g, 
so folgt analog: 

^o-ij^pfl-i^ j5o-i^p«-i^ also: Jlf-^-i. 

Hiemach läßt sich also Ungl. (13) etwas ausführhoher folgender- 
maßen schreiben: 

|cl.ö«-i-|J.-5|, wenn: c>l, 0<{^}^ G, 

5^0-^.1^-51, „ c<l, 0< g £{^Y 



(14) {A'-B'K 



1) Für AmmJB^ lorwie in dem gleiohüalli aTugegohlogsenen Falle e>aO taitt 
an die Stelle von üngl (BI) die Identität. 0*i0 — 0; femer im Falle e»! die 
Identität. 
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Daraus folgt; insbesondere, daß \A°—'B'\ gleicheetÜg mtt \A — B\ 
"bdiAig Idem wird, sofern nur J., B innerhalb irgend vi'elclier positiver 
Schranken bleiben. 

6. Setzt man in üngL (13) speziell B — 1 (also ^ ^ 1), so er- 
gibt sich: 

(16) IJ.-'-lKIcl.Jf.l^-ll, 

wo jetzt M die größere der beiden Zahlen A''~^ und 1 bezeichnet; d h 
man hat: 

j Jf-1, wenn: (^<1, c>l) oder: (ul>i, o<l); 
^ Mjf-JL«-S wenn: (^>1, c>l) oder: (4<1, c<l) 

Ersetzt man in Ungl (15) c durch c — cf und multipliziert die be- 
treffende Ungleichung noch mit Ä*^, so ergibt sich zunächst: 

lA'-A^lKlc-c'l M'A'^-lA-ll, 

wo M die größere der beiden Zahlen J.o-o'-i und 1 bedeutet Setzt man 
also noch: M' A^ ^ M', so wird: 

(17) \A>-A^\<\c^c'\-M''\A-1\, 

wo jetzt M' die größere der beiden Zahlen A""^ und A'^ TorsteUt.*) 

Aus den Ungleichungen (15) und (17) erkennt man insbesondere, 
daß I J." — 1 1 bzw. I A' — A^' \ für jedes von 1 rerschiedene, innerhalb 
irgendwelcher po^ver Schranken liegende A gletchteitig mU \ c \ bzw 
I c — e' I hdiAig lelem werden. (In dem hierbei ausgenommenen Falle J. — 1 
hat man offenbar | -4«— 1 1 — | ^''— J.«* | — für jedes MieUge c, c'.) 

§ 31. Potenzen mit posltlTer Basis und beliebigem 
reellen Exponenten. 

1. Es bedeute zunächst A » [aj eine hdieinge poavtwe, c eine ratio- 
nale Zahl mit beliebigem Yorzeichen. Die Folge {a/) ist dann sicher 
hmvergetU. Denn wegen der Konrergenz der Folge [aj gegen einen 
positiven Grenzwert bleiben für v ^ n die Zahlen a^ gwischm zwei posi- 
tiven Schranken g, Q^j während zugleich. 1«^+» — a,| schließlich heMbig 

1) Da bei Yeitaaiohimg von e nnd e' die hnke Seite yonüngl. (17), deigleiohen 
reohti die Faktoren 1 c — c' | nnd \A—X\ nngeändert bleiben, ^o atebt es auch 
frei, nnter M' die gröfiere der beiden Zahlen A" nnd J.e'-i cn Tersteken. 

S) Damit die Terme a° überhaupt beitimmte poBiüve reelle Zahlen vorstellen, 
»t an lieh erforderlich, daB (>«.> Dieie Bedingong ist, wegen Ihn a»> 0, richer 

ftli * ^ n erfOllt Sollte die Folge [o,] eine (hiexnaoh aUen^al mSImM) Anzahl 
n«pa<iMr Terme enthalten, lo hat man dieselben bei der Bildung der Folge a" ein- 
fach wegsalusen 
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Jtlein wird; dann gilt aber das letztere nach üngL (14) des Torigen Para- 
graphen anoh für la^^« — a,"!. Man kann daher setzen: 

(1) lim aj' - B, 

WO B eine bestimmte nicht negative Zahl Torstellt Ist dann etwa c — ± — , 
so folgt: 

(2) JB* - (lim af ^)*- lim a,^^ (nach (19), S. 171; (22), S. 177) 

- (Imi a,)±" (nach (8), S. 163) 

und daher: 

(3) J5-^*--^% 
d. h. schließlich: 

(4) lim a/ - Ä% 

WO A' die § 29, Nr. 6 (S. 176) eindeutig definierte positive reeUe Zahl 
vorstellt Man hatte daher auch umgekehrt Ä" als lim a/ definieren können 
(vgl. die Fußnote am Ende von § 29, S. 177). '"^* 

Ist [aj eine positive Folge mit dem (Grenzwerte 0, so wird für 
c > auch: 
(6) lima/-0. 

Dies ist ohne weiteres klar, falls c> 1 (da -— zum mindesten för v^n — 
a,<l, somit nach S. 177, Ungl. (24): a/<fl,) mid kann im FaUe 
< c — — < 1 leicht indirekt bewiesen werden Hätte man nämlich: 

m 

lima/-J5>0, 
so würde sich ergeben: 

(lim a/j - lim a," - B" > 0, 

was unmöglich ist, da gleichzeitig mit lim a, — auch lim a," — 0. 
Ist a,>0, lima^ — und c<0, so hat man zunächst nach GL (5): 

Um a-' - 

und daher nach S. 165, Fußnote 1: 

(6) lima/- + oo. 



v-¥m 
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2 Sei jetzt wiederum A eine beliebige jpositive, außerdem C =» [cj 
eme beliebige redle ZaM. Alsdann ist die Folge (Ä°y) allemal leowcergent; 
demi \A'^+^ — A>\ wird nach § 30, Ungl. (17) (S. 186) gleichzeitig mit 
|c^^ — c^|, d. b wegen der Konvergenz der Folge [cj, für binlängbcb 
große V hdiebig Mein. Hiernach exishert also lim Ä°v als eine bestimmte 
Dicht negative ZaM. *'*"'" 

Ist zunächst die durch die rationale Folge [cj defimerte Zahl eine 
rationcäe, so hat man offenbar: 

(7) hm Ä'v = -4S 

WO A^ eme wohldefinierte positive Zahl vorstellt (vgl § 29, Nr 5, S 175 

und Nr 1 dieses Paragraphen). Denn für hinlänghch große v wiid 

\C—cJ und somit nach § 30, TJngL (17) auch ] A^ — A'y \ lehehg Uem. 

Ist jetzt =- [c,] irrational, so definieren wir A° durch die Formel 

(8) A<^ «- hm A'r 1) 

Alsdann steht auf Grund der eben gemachten Bemerkung zunächst fest, 
daß diese Defimtion auf Iceinen Wtdersprtich führt, falls an Stelle von C 
eme m der Gestalt lim c^ gegebene rationale Zahl tritt Im übrigen läßt 

sich aber auch zeigen, daß das auf diese Weise definierte Symbol A^ den 
nämlichen Fnndamentalbeziehungen genügt, wie A° bei rationalem c. 

Vor allem bemerke man, daß die Zähl A^ durch Q-l. (8) vollkommen 
eindeutig definiert ist, daß sie also auch nicht von der besonderen Zahlen- 
folge [cj abhangt, welche zur Defimtion von verwendet wird. Ist nam- 
hch [cj] irgendeine andere Zahlenfolge von der Beschaffenheit, daß C — [cj^ 
und bedeutet (c/) die zusammengesetzte Folge (c^,, c^', • , c^, cj, • •), so 
Jconvergrert (c/O» ^^ aach (A"*), und man hat wiederum nach § 28, 
Nr. 3, I (S. 170): 

(9) lim A"* — hm A''v — lim A^v, 

v-y» r->-oB r-*'» 

3 Wir wollen nun zunächst zeigen, daß A^ denjenigen Relationen 
genügt, welche den m § 29 mit (20) — (24) bezeichneten für A" ent- 
sprechen. Es ist: 



1) Hieraus folgt inabeBondere 
da ja für jedes rationale Cv 



1^-1, 



1"^== 1 
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A° J5^ = hm J."* . hm ^or 

= hm {APv.B'y) (§ 28, S 171, öl (20)) 

= hm {ASyv (§ 29, S. 176, Gl (20)), 

also schheßhoh. mit BenÜtzmig der Definitionegleichung (8)* 
(10a) A° B°='{ABy (genau konform mit GL (20), S, 176) 

In gleicher Weise findet man* 



und speziell 



Bedeutet außer C auch C = \c^ eme beliebige reelle Zahl, so hat 
man auf Grund der Definitionsgleichung (8): 

A° A°' — hm ^"v . hm A^y •=- hm A^v+^y 

r-Veo r->oo r->eo 

(nach § 28, S. 171, GL (20); § 29,S 176, Gl (21)) 
und daher — wegen + 0' = K + O* 

(IIa) A<^ ■ A°' - A°+<^' (entsprechend S 176, Gl (21)) 

Ganz analog ergibt sich: 



(IIb) ^'"^'-''^ 



und speziell: 

(11c) Jv'-^-"' 

Es sei jetzt J. > 1, C — « [cj > 0. Dann kann man (auf unendlich 
viele Weisen) eine positive ratwnale Zahl c so wählen, daß 0> c > 0, 
also auch, zum mmdesten fiir v ^ n, c^ > c > Alsdann hat man 
(nach S. 177, UngL (24), (23 a)): 

A''y>A'>>l (v^w) 
und daher: 

J.0 ^ J.° > 1 

Ersetzt man sodann A durch -j, tind durch — 0, wobei an die 
Stehe der Bedingungen A>1, (7 > die folgenden treten : J. < 1 , (7 < , 



(13) Ä<^>B(', wenn- |^ 



(14) A'^>ÄO', wenn: I 
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SO ergibt sich mit Benfitznng von (10 c), (11c) und dnrdi Zusaninien- 
fassung mit den eben gefundenen Relationen die folgende: 

(12) A"^l, wenn: { ^ . ^ 

^ ' ' 10<J.<1, ö'<0 

(entsprechend S. 177, Ungl (23a)) 

Wird jetzt ^ für A substituiert, so folgt durch Multiplikation mit 
B° und Benützung von Gl (IIa): 

^>J5>0, (7>0 
<A<B, G<0 
(entsprechend S 177, Ungl (23)) 

Und wenn man in (12) C durch G — C ersetzt und die ganze Unglei- 
chung unter Anwendung von (IIa) mit A°' multipliziert: 

A>1, OC 
<A<1, 0<C' 
(entsprechend S. 177, Ungl. (24)). 
Daraus folgt noch, daß man aus: 

(15) 4C-J50 bzw. A^'-Ao' 
allemal schließen darf: 

(16) ^-5 bzw C-0' 

Sind in, n zwei positive ganze Zahlen, so hat man: 

(17) (^t*^)*»» — (lim J."*)* « — lim ^±°*« - A^^"^. 

Andererseits: 

A^ - Hm U V - llim A^) - U"^ , 

also: 

i. £ 
(J.0)« — ^«. 

Hieraus durch Erhebung in die ± »«*• Potenz und Benützung von öl. (17): 



und, wenn man noch ±, — ^6 setzt, sodaß also c' (positiv oder negativ) 
(18) (^Y-^*"''. 
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Ist jetzt wiederum C — [c^'], so ergibt sich nach Defimtionsglei- 
chung (8) mit Benützung von (18): 

{Ä^(^' - lim {Ä'^oy = hm A^oi , 

V->ao l>->-os 

xmd hieraus würde folgen: 

(19) (Ä^<^' - Ä^(^' (entsprechend S 177, GL (22)), 
wenn noch gezeigt wird, daß. 

Um 0a; 

(20) lim Ä^'y - Ä'"*'- 

r->oo 

4. Es handelt sich also ledighoh noch um den I^aohweis des fol- 
genden Satzes: 

Ist C — lim 0^, wo (CJ eine Folge mit heUd)igen redien 

V->00 

Gliedern bedeutet, so hat man: 

(21) lim Ä^^ - A° (d. h. also : lim Ä'^* = J.' ^-') 

(wobei jetzt die einzelnen Glieder der Folge {Ä°*), ebenso wie 

A^ durch Gleichungen Ton der Form (8) definiert zu denken sind). 

Beweis. Es bedeute (dj eine Folge positiver rationaler Brüche mit 

dem Grenzwerte Null Alsdann wähle man zwei Folgen raMonaler Zahlen 

c,, c/, sodaß: 

(22) 0,-S,<c,<C,, 0,<o,'<C, + d, 

Daraus folgt zunächst (wegen lun d^ -> 0) : 

(7 — lim c^ — limc/, 

und daher: 

(23) A^ - lim A'y - lim A'f . 

Andererseits folgt aus (22) mit Benützung der Ungl. (14), daß 
A^y bestandig eingeschlossen ist m die Gfrenzen A'v und J.V. Mithin 
ergibt sich mit Berücksichtigung von (23) nach § 28, GL (25) (S 172): 

lim A^y - A^^ q. e. d. — 

Damit ist also insbesondere die Richtigkeit von GL (20), und folg- 
lich auch diejemge von Gl. (19) vollständig bewiesen. 

Als spezieller FaU des eben bewiesenen Satzes ergibt* sich noch: 

Ist (AJ eine beliebige reelle Folge mit dem Grenzwerte 
Nidlf so hat man: 

(24) limJ.^--^»-l, 

VBcoe 

d h. es wird | A^* — 1 ! gleichzeitig mit A, beliebig klein. 



192 Absohnitt I Eap. lY Potenzen und Loganthmen ITr. 6. 

5. Es erscheint wünschenswert, auch die Abschätzungsformeb. des 
vorigen Paragraphen auf den Fall eines hdiebigen redien. Exponenten 
auszudehnen. Dabei kommt es oJBfenbar im wesenthchen nur darauf an, 
die dort mit (la) bezeichnete Grandformel: 

P''>l + c.-^^ (c>0) 

auf P^ zu Übertragen: denn alle weiteren a a 0. hergeleiteten Beziehungen 
gehen aus der eben genannten ledighch durch Anwendung von Opera- 
tionen hervor, welche nach Nr 3 dieses Paragraphen für Idiehige reelle 
Exponenten in ganz gleicher Weise ausführbar sind, wie für ratwnale 

Sei nun C =» [cj > 0, also (zum mindesten für v ^ «) auch c^ > 
xmd daher. 

woraus zunächst für JP^ «=- hm T°v folgen würde : 

V->00 

po^l + ö-^^ 

Es laßt sich aber leicht zeigen, daß das Gleichheitsgetchen (abgesehen von 
dem ein für allemal ausgeschiedenen Falle P »- 1) in Wahrheit aiisge- 
sdHossen erscheint Dies ist ohne weiteres klar, wenn die rechte Seite 
negativ ausfallen sollte Ist sie aber positiv, so gilt offenbar das gleiche 

von dem Ausdrucke 1 + -« p — M*^ii hätte sodann : 

- 

P'^^ + Y' 

und hieraus durch Quadraterhebung: 

also schließlich: 

(la) P^>l + Ö.:^ ((7>0). 

Daraus ergibt sich dann auf Grund der oben gemachten Bemerkung 
ohne weiteres auch die Gültigkeit der übrigen Absohatzungsformehi des 
vorigen Paragraphen, wenn man dann c durch ersetzt.^) Man hat also 
msbesondere (nach Analogie von (Ib), (IIc) und (llll): 

(Ib) P^>l + a(P-l) (0>1), 

(H) P<^<1 + Ö(P-1) (0<C<1), 



p — 1 
p 


>o, 


■■-^^ 


/p-r 
l P - 



(III) 0'B°-^{Ä-B)i^\A<'-B<'l^\c Ä<^-^iA-B)l 



1^ Sftt«* -man P»_ 1 _L #0 



(0<0und(7>l) 
(0<C<1). 



.. a /A~ 1. 
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(5 HonQtAt lUHti w»Pti«.r di« li^hto Fonuel zur Abaclmtzung von 
X'' B' i, »» «Tkwmt itiun unmittfllbai , daß l^«-'- /?<^| gleichmtig mü 
A H\ Muhuf khm winl, «aR-rn X um! It iimorhalb irgendwelcUer 
wsitvrr rtrhrunkon lii'g«»n. 

Umnm knUpfri» wir a(»ch die» folgend« prinzipiell wichtige Bo- 
rn'rk\mK 

Int .4 — hm A,, nu iTgilit md\ Aim dem oben gesagten, daß [A^'—A,"] 

I Vau '' ' 

^Iftifliri'itig mit A A,i buliebig klein wird, und man hat dalier • 
iffi) A* — lim ,1; undor« g«8chrieb«»n: (Hm ^/' — lim (i4^<0). 



iKt tiTiier f ' — Iiin f*,. «n bat man aacb Ol (21); 

t — M 

2tJ) A* - hm A'f «iUiK>: A* "" - lim (Ä''i)). 



Sr bofit^'bt iiuti nbi^r auch norh dio folgende Beziehung: 

llm(V 

27) A' -^UmAjf (Hin«: fhm w^,)""* -* lim (^;V)). 

i{an hat munhrh mit {it*aUtAung von fH. (i!()): 

^» - hm A,' * - hm A' ^ Hm ^/r - Um (A'V - ^^«-V) . ü, 

ta narh Dngl t !th /('*' — /!,'» | glaiabseitig mit \A — A^\ hdiebig klein 
rird, woniu« tbmn die Ütebttgkeit von Ol. (27) unmittelbar hervorgeht, 
Wihit miui fp«««!! Af, (\ rition&I, etwa ^4^ — a^, C^'^c^ (also 
larh d«r Uighengi^u HMWtohnungiwelu: ^4 •■ |a,.], ^'■«•[^„1), so folgt 
kU« (27), dfkB: 
2H| i4*'-höifl/', 



»->■ 



lodafi man almt <<<' iiUtt, wie gMoheban (1. Ql. (8)}, durch die Folge (il^) 
uch durch dl» |»nmiipiolt etWM a'H/acJ^ (nämlich nur rationale Po- 
mt&n ralhmtUr Zabiett tathaltende) Folg» (a/f) hfttte definierm können. 
Cbtnio bKite man, von dtr Potan« a' mit raüotuiUr Baeii und ro^^MTna^dtn 

*>0 nod von t venohttd«»}. fo aebmttt die betreffenden Unglelobangen «Ine 
Ir iaaoeb4k 2ir«ok« b«qoemere Form aa, • B.i 
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Exponenten ausgehend, zunächst a° als lim a°y und sodann A° als lim aj^ 

(cf. GL (2ö) fflr -4„ =- a^) defimeren können. 

Wesentlich und wertroU ist nun die auf Grund der Gleichungen (25) 
bis (27) gewonnene Erkenntnis, daß jede dieser rem logisch offenbar 
gletchberecht^ten Definitionen stets ein und dieselbe (mit A^ zu bezeich- 
nende) re^ Zahl erzeugt, und daß daher die Wülhwr, welche tatsächlich 
in der Bevorzugung irgendeiner lestwnmten dieser an sich gleich möglichen 
Definitionen liegt, auf das Endresultat kemerlei Einfluß übt 

§ 32 logaTithmen. 

1 Da die Operation des Potenjsierens Tcevne leommittative ist, so ge- 
stattet sie neben der m § 21 definierten Operation des JRadimerens noch 
eme etoeite, davon wesentlich verschiedene ümJcehrung. Denkt man sich 
die fertige Potenz als reelle ZaJil vorgelegt, so kann man, statt, wie bei 
der Badizierung, nach der JBasis zu fragen, welche bei gegebenem Eocpo- 
nenten diese Potenz herrorbnngt, auch darauf ausgehen, den JSsaponenten 
zu bestimmen, welcher bei gegebener Basis die fragbohe Potenz liefert 
Mit anderen Worten, es handelt sich um die Auflosung der Gleichung: 

(1) B-^Ä, 

wo Äf B gegebene Zahlen bedeuten, die wir gleich als beliebig reell, jedoch 
als wesenthch posiUv voraussetzen (letzteres, weil JB'" bei belidngem x zu- 
nächst nur für £ > definiert ist und sodann A gleichfalls > aus- 
fallt). Dabei ist nur noch die Annahme J? "« 1 em für allemal auszu- 
schließen, weil in diesem Falle für jedes x stets ^' — 1 resultieren würde 
Sei nun zunächst J9> 1. Alsdann gibt es, da J?" nut wachsendem n 
sohließhch behebig groß, J?"** beliebig klein wird, in der Beihe der Po- 
tenzen JB®, J5±^, J5±*, stets eme und nwr eine, etwa J?"« (wo also 

Og eine bestimmte Zahl aus der Beihe 0, ± 1, ± 2, • • •), derart, daß: 

entweder' j^«» — -4, oder: J5*^< ^ < J5««+*. 

Im letzteren Falle nehme man eme positive ganze Zahl & ^ 2 an und 
bilde die Zahlenreihe 

^o> ^ + y» *o + y> ■■ ) «o + — g— • 

In dieser letzteren muß dann eine bestimmte Zahl 6^0-1-^' (^^ ^^' 
^ ^ % ^ 2» — 1) existieren, sodaß wiederum 

mtweäer: B'^^^^A, oder: B'^^^< A< B""'^"'^ 
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Schließt mwi m ttif ler Weise weiter fort und setzt zur Abkürzung: 

(WO ftl«) «0 ütn« Iwitjmnite jwsiWi« «der «f^artv« ^anjee ifaAZ, eventuell 

auch Null t«r«t**nt und die a^ (Ä- 1, 2, ••., v) Zahlen aus der Reihe 

0, 1, •,(&—!) beduuton), so gelangt man aUo «liwfider nach einer end- 

lichm Antvhl der »«gi*d*»ut«t«« Operationen zu einer Gleichung von dur 

Form: 

(a) //••«- A, 

oder man hat ia Uf^trrft^t fortMlzbarer Folge: 

(4) /i'»»<X</f"''"*'^. 

2m irttm Falle hat man ohne weitereat 

Int MueiUm findat man sunlchatnach Ql. (H) (rückwärta gelesen) des 
vitngiMi l^aragniphan (8. 188): 

und ioinit w«g«& UQgI.(4) mit Benfltznng von §2t>y Gl. (26) (S. 172) auch 

(ti) ^-Ä*'*', d.h. ar-[ffj. 

£• exiatitrt also aHamai, luolohat fQr i?> 1, «n« 6«8<tmm/a reelie 
Zaktr Xt welch« dtr Ottiohufig B'^^A (wo X>0) Genüge leistet, und 
awwr gibt m offraUr iiuh ntur «^ «itur^e. Dean aua: £**-" J9* folgt 
ititi Moh: d;' «• « (■. Ql (15), (18) dei Torigtn Paragraphen). 

Im Fall« jB < 1 b«tUaim« mm Mch der eben auieinaadergeietzten 
Mathoda «um Zahl «, waloh« dar GUiohung genügt: 

is)"^ (woJ«tRt:3>l). 

Aladina wird ab*r: 

(?) S-*-»Jl, d.h. »--*• 

2. Man naottt dia aiadaalig battimmta raelle Zahl a;, welche der 
GlaiohaBg'. 

ganflgt, dm (raaltatt) Logttriimm you il fOr dia Bunin Bf in Zeichen: 
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Die Beßnitum des Logart&mus von A für die Basis JB ist also Tollstan- 
dig enthalten in der GFleichung: 

s 

(9) 5iog4„^ 

Wegen: 

50 = 1, B^^B 

hat man für jede positive Basis B ^ 1 • 

B S 

(10) logl-0, logJ5-l. 

Um die Beziehung der Logarithmen von Ä für zwei verschiedene 
Basen jB, B^ festzustellen, hat man mit Benützung von Gl (9)- 

s s 

A = B^^^, j5^„j5iogB,^ 

also schließlich 

S S 

und hieraus durch Yergleiohung mit (9)' 

B Bi B 

log 5, -log^-logul, 



d h: 



B, i^„ A B 



(11) logJL-^-Jlf.log-4, 

logB, 

wo Jf =- — ^ — als der Modulus des Loganthmensystems mit der Basis JBi 

log JB^ 
m bezug auf dasjemge mit der Basis B bezeichnet wird Die Glei- 
chung (11) besagt also, daß aus den Logarithmen irgendeines bestimmten 
Systems (B) diejenigen für em behebiges anderes System (J?i) durch 
bloße Multiplikation mit dem ledighch von B, B^, nicht aber von A ab- 
hängigen Faktor M gewonnen werden können. 

Setzt man m GL (11) speziell j1 = jß, so folgt mit Berücksichtigung 
von (10): 

(12) M-lo^B-^-^, also: log J?i log B - 1 . 

logJSi 

Smd A^f A^ zwei behebige positive Zahlen, und setzt man: 

B B 

log^-I^, log^-i,, 
also: 
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SO folgt 

und daher: 

(13) log {Äj_ A,) = log A^ 4- log ^8 , log f - log Aj^ -logA,, 
und aus der zweiten dieser Q-leichungen, fttr J.^ = 1 und ^j -= J. : 

(14) logx = -logA 

Ist feiner G eine hehebige teelle Zahl, so hat mtin: 

A^ « (JB^^e^y Od j5o log^ 
und daher: 

(15) log A^'^'C logA. 
Ist: 

BS 

(16) ^9>-4.i, anders geschrieben JB>»ff^«> J?^'«^», 
so hat man nach ÜngL (14) des yorigen Paragraphen (S 190): 

(17) 



B B 

log A^ > log -äi , wenn: J5 > 1 

B B 

log A^ < log A^ , wenn: J5 < 1 



Ist insbesondere J?> 1, so folgt hieraus, wenn man einmal uii= 1, 
4, — J., das andere Mal A^'«^l, A^'^ A setzt und berücksichtigt, daß 

log 1 - (Gl. (10)): 



:i8) 



log -4. > 0, wenn J. > 1 , 

B 

log A < , wenn J. < 1 . 



[Jmgekehrt im Falle J? < 1 

Für die Zwecke der praktischen Bechmmg wird bekanntlich ^ » 10 
uigenommen. Die Logarithmen für die Basis 10 werden sodann als g&- 
neine oder Brigg sehe Logarithmen bezeichnet und zumeist schlechthin 
lorch das Zeichen log (ohne ausdrückliche HinzufÜgung der Basis) oharak- 
«risiert Für allgemeine analytische Untersuchungen erscheint es dagegen 
rorteilhaft, sich der sogenannten noMtrlu^ien oder ITepersohen Loganth- 
nen zu bedienen, deren Basis eine gewisse, im folgenden Paragraphen 
?i definierende IrroHonaigähl e ist, weil infolge der besonderen Eigen- 
ohaften der Zahl e alle auf Logarithmen bezügliche analytischen Ent- 
noklungen eine etwas einfachere Fom annehmen, als für jede andere 
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§ 38. Die Zahl e, — Formeln zur AbscMtzung Ton e", 

1. Die soeben erwähnte Zahl e soll definiert werden durch die 
B^ormel: 

[1) e-lime„, wo: 6,-^(1 + ^" (v-0, 1, 2, .••). 

Um. Yor allem zn zeigen, daß diese Definition einen Sinn h.at, d. h. daß 
die Folge (e,) honvergiertf gehen wir aus von der für jedes positive, von 1 
verschiedene P gültigen Ungleiohnng: 

welche ans der Ungl (2) des § 30 (S. 179) hervorgelit, wenn man da- 
selbst w — V + 1 setzt. Durch Substitution von J? — y iiiid Multipli- 
kation mit g*+^ ergibt sich daraus: 

(2) p'+^>q'{(y + l)p-vq}, 

wo jetzt p, 2 lediglich der Bedmgung zu genflgen haben, posiUv und von- 
einander verschieden zu sein. 

Bedeutet ferner a eine beliebige positive oder negative Zahl, so 
werde gesetzt: 

wobei im Falle a<0 allemal v > I a | sein soll, sodaß also p und q 
stets positiv ausfallen. Wegen: 

(v-\-l)p — vg— 1 
folgt alsdann aus üngl. (2): 

(8) ^+^r>(i-*-:-y«-={:j;,.>w 

und daher speziell fttr a — 1 : 

Ebenso ftlr a «- — 1 : 

■ {l-;^r>(l-i)' (-2,3...) 
u^4 bieraas durch Übergang zu den rezipjroken "Vierten: 



t l J 



f i 
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oder auch, wenn man v durch v + 1 ersetzt: 

(6) (n-^r<(i+ir' (.-1,2,3, .) 

Führt man noch die Bezeichnung ein: 

(6) (1 + >■)'■"- E, , »U«: ■B,.-(l + i) e,>«,, 

Bo folgt aus (5) 

a) ^.+i<^,. (1^-1,2,3,...) 

Die e^ hilden also eine monoton 0tm6hmende, die E^ eine monoton 
abnehmende Folge^ und man hat: 

(8) 2^e^<e,<E,<i:,»4: 

Daraus ergibt sich, daß jede der beiden nach § 22, Nr 6 (S. 130) kon- 
vergenten Zahlenfolgen [ej, [JEJ einen endlichen Grengwert und zwar, wie 

die Beziehung (6) lehrt, wegen: lim ^^ =■ lim ( 1 H — ) • lim e^, den nam- 
hcfien Grenzwert besitzt Man kann also setzen: 

(9) lim(H-iy-lm(l+i)'"-e, 

wo jetzt e eine 'hesimwAe posvHve Zahl (nämlich die Zahl [ej) bedeutet, 
welche im übrigen offenbar den BedmguDgen genügt' 

(10) «,<e<£, (ih (H-l)'<«<(n.i.p') 

Da aber: 

(11) :E;^_-ö,-(l + |).e,-6,»-^.e,<A, 

80 lehrt Ungl. (10), wie die Zahl e zwischen unendlich viele rahoncüe 
Zahlenpaare von beliebig klein yorzusohreibender Differenz emgeschlossen 
werden oder, wie man zu sagen pflegt, lis auf emen vorgeschri^enen Orad 
von Oenauigiceit ni&tenmgsweise berechnet werden kann Eine merklich 
schneller zu diesem Ziele fahrende Methode, welche überdies auch er- 
kennen läßt, daß e eine Irrakonalgahi ist, wird in Nr. 4 dieses Para- 
graphen angegeben werden. 

2 Es soll jetzt gezeigt werden, daß auch dann die Zahl e als Grenz- 
wert erscheint, wenn an die Stelle der natürlichen Zahlenreihe (v) eine 
ga/Ms bdiebige Zahlenfolge (raj inttj sofern dtese nur der Bedingung ge- 
nügt' lim 1 0)^ I — + oo 

Es sei zunächst (aj (v-1, 2, 3, •••) eme Folge beUebiger positiver 



200 AbBchmtt L Kap. IV. Potenzen und Loganthmen Nr 2. 

Zahlen*) mit dem Grenzwert lima,»» + oo. Man kann dann jeder dieser 
Zahlen a^ eine bestimmte natürliche Zahl m^ so zuordnen, daß: 

w, ^ a^ < w, + 1 , 
also* 



ciy niy -f" 1 

und daher, wegen: 

9W^ + 1 > a, ^ M^ 
a forhori: 

anders geschrieben: 

Da aber: 

lim fl - lim e , - e (s. § 23, S. 137, Gl. (2)) 



und: 



so folgt BchlieBlicli (nach § 28, SI (26), 8. 172): 
(12) ]im(H-i)"'-«. 

Femer hat man: 

und da der letzte Faktor flElr v — oo wiedemm den Grenzwert 1 , der 
erste nach Gl. (12) den Grenzwert e besitzt, wiederum: 

(18) ^i^Ji_i)-'_.. 

Bedeutet jetzt (cd,) eme Zahlenfolge, von welcher nur Torausgesetzt 
wird, daß lim | (d^ | — + c» (wahrend unter den Zahlen (o^ selbst unend- 



1) In den Tozangehenden Paragzaphen wurden Ix^idtige rttßh Zahlen zum 
TJntezsohiede von den auedrftoldioih ala raHonal vozauBgeietzten duroh große, diese 
letzteren dagegen duioh Icleine lateinische Buchstaben bezeichnet. Nachdem jetzt 
aber die ToUkommene Übereinstunmung der Reohnungnegeln (und zwar nicht nur 
bezüglich der vier Speg%M, sondern auch fdr ToteMen mit hehtbigtm reellen Expo- 
ftentm) festgestellt ist, lassen wir von jetzt ab den obigen Unterschied in der Be- 
zeiohnungsweise fallen, d b. jeder Buchstabe kann generell ^eäe heUelnge reelle 
Zähl vorstellen, solange nicht ausdzfloklich irgendwelche einsohxftnkende Fest^ 
Setzungen getroffen werden. 



Nr 2 § 88. Die Zahl t 



201 



hch viele positive, wie negative sein dürfen), so folgt zunäolist ans 
GL (12) und (13), daß: 

lini(l-H^)"-^'-e, lnn(l-^r'"^=., 

und daher, wenn etwa eine aus den Zahlen i ta^\ und — | «o^ | musammm- 
gesetete Folge mit (aj) bezeichnet wird, auch: 

(14) hm (l + -^,)"' - e (nach § 28, Nr 3, S. 170, 1) 

Da aber die aus allen möglichen ± | w^ ] zusammengesetzte Folge (ro^') 
offenbar die Folge ((dJ als Teüfolge enthält und die analoge Beziehung 

auch für die Folgen [(l ■h^X'"'] und [(l +^)"''] gilt, so ergibt sich 
(ebenfalls nach S 170, I), daß auch- 

(15) Hm(l+l)"^-e, 

womit die Kiohtigkeit des zu Anfang dieser Nummer angekündigten Re- 
sultates erwiesen ist. 

Setzt man — -> d^, so hat man offenbar lim S^ »> 0, nnd umgekehrt 

folgt aus dieser letzteren Beziehung mit dem Zusätze, daß die d, für jeden 
einzelnen Index v als von NuU verschiedoi angenommen werden, daß 

— + oo. Man kann daher GL (15) auch durch die folgende 



lim 
ersetzen: 



(16) lim (1 + Sy'^ - e , wenn: 



|dj>0 (1.-0,1,2, ..) 
hm d„ - 



Wir wollen hierfür gelegentlich auch die Tcurgere Sdireibwetse benützen: 

(17) hm(l + (J)^-e, 

deren wahrer Inhalt in der Znsammenfassung aller möghchen Beziehungen 

von der Form (16) besteht *) 

j.^ 

1) Die in gleichem Sinne angewendete altere Schreib weiie* Iim(l -f- J)* (vgl 

8 160, Fußn 1) iBt eigentlich wenig passend und namentiioh für den Anfänger ver- 
wirrend, da ja gerade unter den Werten, welche man d (abgekürzt fflr 8v) bei- 
zulegen hat, der Wert * — definitiv auaeuschiteßm ist Es müßte also zum min- 

desten heißen« lim(l4-*)<'', woffllr wir eben kürzer schreiben, lim (1 -f- *) «f , in 

Umcf-iO J->-o 

Ticr>^»„ T ;^a. «Nu jt Mittm. VmZZ ransfOhrlicher wenn i gegen HTull Jconvergtert). 
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3. Setzt man, was offenbar den über ra^ gemacbten Voraussetzungen 
entspricht, in Gl. (16) (», — -^, wo v wiederum eine natürliche, a eine 
gang heltebige reelle Zahl bedeutet, so wird: 

Iim(l+^)"-., 
und daher: 

Nun ist aber nach § 31, Gl. (25), S. 193 allgemein: 

(lim^J'»-.lim(2l/), 

sodaß sich (mit Benützung von Gl. (19), S. 176) ergibt: 

(18) e«-lim(l+^y. 

Es läßt sich somit jede Potenz von e mit gerne beliebtem reellen Ex- 
ponenten darstellen bzw berechnen als Gh'enewert einer Folge von Po- 
tenzen mit gangen positiven Exponenten. 

Dieses Resultat kann zunächst dazu dienen, um zwei für spätere 
Anwendungen nützliche Ungleichungen zur Abschätzung von ^ herzu- 
leiten. Da nach Ungl. (3) dieses Paragraphen die Zahlen (l -{- -^^j niit v 
monoton zunehmen, so hat mian für jedes endUctie v : 

(wobei im Falle a<0 lediglich v>|«| zu nehmen ist). Man hat daher, 
wenn man speziell v -= 1 setzt* 

e«>l-f-a f(lra>Ound— l<a<0. 

Oder auch, wenn man berücksichtigt, daß diese Ungleichung für « — 
m eine Gleichung übergeht, etwas kürzer* 

(19) e«^l-f-« füi c>-l, 

mit dem Zusätze, daß das GZeicÄÄetozeichen nur im Falle a •- gilt. 
Schreibt man hier — cc statt a, so gilt: 

e-" ^ 1 - a für - « > - 1 ^ also für « < 1 

(d. h ausführlicher gesagt, für alle positiven a zwischen und 1 und 
alle möglichen neaativen a crilt duH 7AinVian ««a-ä«-« j-- nt- .-f •■ • •* 
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nur far a =- 0). Hieraus folgt, da 1 — a > 0, durch Übei^ang zu den 
reziproken Werten, in entsprechendem Umfange: 

(20) ef'^—ri für ß<l 

Da den Beziehungen (19), (20) das Gebiet — 1 < a < + 1 geineinsam 
ist; so folgt insbesondere, daß gleichseiHg 

f ^1 + « 1 

(21) *" <r ^ ^®^ I « I < 1 

Setzt man noch in UngL (19): 

1 + a — a, sodaß also: ö>0 für a> — 1, vice versa, 

in UngL (20)- 

j-;;^— — a, sodaß also: a > ftir a < 1 , vice versa, 

und berücksichtigt außerdem, daß in beiden Fallen dem Werte a »- 
der Wert a = 1 entspricht, so gehen jene Ungleichungen (19), (20) in 
die folgenden über: 

( e«-*^a ) 

(22) I j, für a>0, 
\ e » ^a J 

wobei das Gleichheitsz^chen ausschheßlich im Falle a — 1 zu gelten hat. 

4. Es soll jetzt noch, wie am Schlüsse von Nr. 1 angekündigt wurde, 
eme andere, zur numerischen Berechnung wesenthch geeignetere Dar- 
stellungsform der Zahl e abgeleitet werden. 

Mit Hufe des binomischen Satzes fbidet man: 

^-^-TT; " ^ + l'- V+ —2 'V»"^ "^ 1.2. »» r" 

••+7,(i-^)(i-l)-i 



<l + i'i + Ii + --- + Vi' 



und daher naoli g 28, UngL 22, S. 172, für v — >■ oc : 
(24) ,^^(i + ^ + ^ + ... + i.).') 



1} Da 1H~TT + 7T+'''H — r gleiohzeitig mit f monoton zunimmt, lo 
existiert lim(l-|--^^--=--4-'<>-4 1 tum mtnäeaten im wetteren Sinne (§ 86, 
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Andererseits folgt aus Gl. (23) für jedes n < v : 

und daher für v — ► oo : 

^>l+l-I+21+ • + «! ^ 

Läßt man jetzt n ins unendliche wachsen, so ergibt sich* 
(26) «^hj,(i + i, + |.+ +_J,) 

Durch' Vergleichung mit Formel (24) ergibt sich dann als die oben in 
Aussicht gestellte neue DarsteUungsform der Zahl e: 

(26) a-_lm{l + i + i + . +^',). 

Setzt man: 
(2V) l+i. + i. + ... + i._,., 

und schreibt iu Gl (26) n-\- q statt v, so wird: 

andererseits: 

und daher: 

(28) 0<«-.,-hm(^;-^, + 5j-L^+ +^„^-^^,) 

Man hat aber: 

(ii+iyi ■•" (n+äyi + ••• + (^Tf^ < (ii+i)l V "^M=2 + (n+2) +" ' + (n+ä) ) 

1 ^ ~ (n-ä) 



(29) 



(n+l)i i_J_ ' 

n-i-2 
sodaß üngl (28) in die folgende übergeht: 

(30) 0<.-..^^-^--V<iSTIji ,_--! -„I„- 
* n+2 «+i 

Nr. 8, S 166) Dafi dieser Qrenzwert in Wahrheit endhdh ausfällt, folgt dann 
ans GL (2fi), kann aber auch unmittelbar mit Hilfe der folgenden Beziehung er- 
kannt werden 

i + i + i + - + i<8 + (-i-+ii + . +-,',.) _» + (i_^/.,)< 8. 

1) ICan bemerke, daß bei diesem Grenzübergänge das G'ZtfHi/i^'tszeichen von 
vornherein ausgeschlossen erscheint, da es ja allemal freisteht, jedes bestimmte n 

durch mn ikiaVi oWIfiAmn *ti t^mahFO-n 
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Setzt man also: 

(31) e-s, + A„, 
so folgt aus (30); daß: 

(32) 0<A„<4-, 

und man erkennt, daß der Fehler, welchen man begeht, wenn man e 
durch die zu kleine Zahl s^ ersetzt, mit wachsendem n außerordentlich 
schnell abnimmt. Man findet z. B schon ftir n «• 10: 



sodaß also s^^ mit der Zahl e in den ersten 7 Dezimalstellen sicher toU- 
kommen übereinstimmt. Man findet auf diese Weise 

(33) 6 -2,7182818... ■ 

Im übrigen läßt die Gl. (81) m Verbindung mit der Ungl (32) und der ^ 
folgenden: 

(3*) ^>5nR)i 

(welch letztere sich unmittelbar daraus ergibt, daß : 



e>s«+i-«.. 



(w + i)i)' 



»« + 1 "n^J. 

erkennen, daß e irrational sein muß. 

Wäre nämhoh e rational, etwa gleich dem reduzierten Bruche — , 
so hätte man nach Gl. (31): 

~-l + TI + ^ + --- + ^ + ^' 
wo nach GH. (32), (34): 

(n-j-l)I "^^»»^ nln " 
Multipliziert man die obige Gleichung und diese Ungleichung mit nl, so 
»TÜrde weiter folgen: 

md andererseits: 



1 ^^.A ^ 1 



<»»'A,<-=:, 



J. h. »! A„ wäre eine flWMW Zahl, welche zwisehwi -^^ und - Kegt, 



1 U^i.'L. 
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§ 34. Die natürlichen liOgflrithmen. — Abschätznngsformeln 
für lg a, — Die Enlersche Konstante y. 

1. Der naWliehe Loganthmus einer beliebigen positiven ZabI a, 
d. h. der Logarithmus yon a für die Basis e, soll 

« 

statt mit: log a 

stets kürzer mit: lg a ^) 

bezeichnet werden. Unter Logarithmen schlecMUn sollen von jetzt ab 
stets natürliche Logarithmen verstanden werden. 

Zwischen dem Briggschen und dem natürlichen Logarithmus einer 
Zahl a besteht nach § 32, GL (11) (S. 196) die Beziehung: 

(1) liga»^-J»f-lg«; 

wo Jf - -~ - log e (s. § 32, Gl. (12), S. 196) schlechthin als der Mo- 
dWtw der Briggschen Logarithmen bezeichnet wird. (Beiläufig bemerkt 
ergibt sich: M — 0,43429 • • • .) 

Die Relationen (22) des vorigen Paragraphen können unmittelbar 
dazu dienen, um lg a in gewisse Chrenzen einzuschließen. Ersetzt man 
nftmUch auf der rechten Seite der Ungleichungen (22) a durch e'«*, so 
folgt mit Benützung von § 31, Ungl (14), 8. 190, unmittelbar, daß 
für (i>0: 

(2) '«»Ul--^, 

wobei das ÖZewÄÄcftezeichen wiederum lediglich für a — 1 gilt, Oder 
auch, wenn man a^X ■{- cc setzt: 

(8) lg(l + «) V. _«__ fiii^: «>-l, 

l ^l + a J 

wo jetzt das Gleichheitszeichen sich auf den einzigen Fall ce — bezieht. 
2. Da e > 1, so folgt aus § 32, Ungl. (17) (S. 197), daß lg a, glMr 
teUig mit a^ monoton jnmimmt. Dabei wird offenbar: 

(4) lim lg a, — + cx), wenn: lim a^ — + oo. 



Jt J.i 1« U — 1- J-- '*- --' 
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Denn, solange lg a^ < gj bleibt auch a^ •= e^^^v < e", d. b. unter einer 
endUohen positiven Zahl. 

um das Unendliobwerden von lg n fUr n — ► oo noch in genauerer 
Weise zu charakterisieren, stellen wir die folgende Betrachtung an. 

Aus (3) ergibt sich für cf — — : 

(8a) i>,g(l+i)>_i^, 

also: 

-i<-ig(i+v)<-;-Ti 

und: 

(6) 0<-l--lg(l+i-)<|--|-i- 

Substituiert man hier der Reibe nach v — 1,3, ■•-,»», so ergibt sich 
durch Addition der resultierenden Ungleichungen: 

(6) 0<s.-lg(n+l)<l-;^i, 
wenn man setzt: 

(7) T + T + --- + ^-*- 
und beachtet, daß: 

lg(l+^)+lg(H.4)+...+lg(l+i)-lg(| I ..--±i)-ig(»+i). 

Die UngL (6) lehrt dann aunfichst, daß «„-lg(w+ 1) stets fOSjUv 
bleibt und auch bei unbegrenzt wachsendem w nvmah äie 1 übersteigen 
Tecum. Da andererseits: 

(8) ..-lg(n+l)-G-^(^+l)) + S-^('+^))+' •+(^-^«('+^))' 

wo jeder Summand nach UngL (6) toesenOidi jposUw ist, so folgt, daß 
8 — lg(n + 1) mit n monoton gmimmt und somit ftir lim » - oo einen 
besümmten Qrentwert besitzen muß, etwa: 

(9) l^mX5,-lg(« + l))-y- 



»->« 



Dabei bedeutet, lOsq y , <l<t»e, le^f^n^ POtf^^ ^^ < V t "^^^ ?' 
Bulersehe (auch Jais^pe^' als 4ie Masi^erotti^die) Km^ be^ 
Miohnet wird: 'PÄ3M|*^Bi«i^^^g W Iw ««^ ««»^ ^^m,,m 
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y nähenmgs'weise zu berechnen, voransgesetzt, daß man lg(n + 1) schon 
berechnet hat. Setzt man nämlich fOr jedes bestimmte n: 

(10) 5„-lg(n + l)-y,, 

so folgt ans üngL (5) durch Substitution von v «= («+ 1), (n+2), • •, (n-|-(») 
und Addition der betreffenden Ungleichungen: 

(\\\ o< ^ + ^ 4-.. -|-_i lff!L+l+i 

yyy.) ^^n + l^n + 2^ ^n + p ^^ n+1 

_ _1 1 

— yn+j y«<-„_|.l n + p + l' 

und daher für 9 — > oo : 

(12) 0<y-y.^^, d. h y„<y^y„ + _^, 

wobei — Tjj- durch Wahl von n beliebig Mein, also die JlftMäAertiti;^ von y„ 

an y — wenigstens iheoreHsch — hdidng groß gemacht werden kann. 
Prdkhsch brauchbarere Methoden zur Berechnung von y liefert die Funk- 
tion enlehre.i) (Man findet: y — 0,577215 • • • ) 
Da: 

fi.-lg(n + l)-(s.--lgn)-lg(l+i-) 
und: 

Hmlg(l + -i)^lim-i-0, 

so kann man der Otl (9) nach Bedarf auch die folgende Form geben: 

(13) lim(«,-lgn)-y 



1) YgL Bd. H dieBer Yorlesungen. Diei gilt auch bezüglich der im Text 
als bereite ngfLedigt angenommenen Berechnung von lg (n + 1} büw. allge- 
meiner von lg a. 
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K»pltel V. 

Erweitemngen des Orenxwertbegriffes, 
Hill- und ilnendliohkeltstypen. 

g $fi (Hxtre und untere (»mist* etner beliebigen Zahlenfolge. 
(EettiM und [dealM Htxliniiin bzw. Mlnlmnui.) 

1. Wir b«tr»oht«ii jetst Folgen beliebiger reeller Zahlen, welche zu- 
ii]toh*t leUighoh der Bedingung unterworfen «ind, daß ihre absoluten 
Betrftge enälteh hUnbrntf d, h. durchweg tmierhaib einer hestimmten Zähl 
liegen *) Aliid»nn «oU geteigt werden: 

Jeder Zahtmtfolffe (a^) mii mllidi bUibcndm Gliedern Tcommi 
fine ffewiar obtre OrenMe Q tu; d.h. es giht eine und nw 
rtiM betttmmk Zahl Q» deratt daß fUr keinen Wert von vdieJBe- 
giahwtg ü^>0 h^tM; daß Hf^fegm entweder mindestens ein 
hetümmim Ötieä o^ — (? iwhandm itl, oder, wenn dies nidht der 
Fall Mttt «0^1 jadmfatU unbegrmtt vide Glieder a„^, welche 9 
beliebig nahe kommen^t aodaß also: {?— a„^<fl (wenn s eine 
pomihß ZcM fxm heUtlbig tK>rjniadbrM&end«r JSleinh^ hedeuiet). 

Im m^erm FaUt mK datm 9 das reale, im tweitm das 
ideale Maximum dar ZaiiiMftAge (a,) heißen*) 

1) Van pligi eolebe Sahlesfolgw awih dem Torgange fraDiOilioher Mathe- 
Battiur aeuardiflit hftnflf aaeii all beeoMMit (■> raltei bonxtfM) su besieiohnen. 

I) BdbdBra-Mtodllah kau anah im FnUe 0«,«- die Folge (a«) {Lberdiei ut- 
b«ftw»l Tielt OUedeir aathaltes» die beliibig nah« kommen. 

ft) Bfiaplelti (t) «,— j 47^*«:^*' *o » "^ baUeblge natürliche Zahl 
badeotai Vaa bal aaalabtli i^ — ^ j - ^ dann nehana dl» Gliader beitftndlg m 
bk «.— 1. AUe MfMdMiGUadar liad eahliBrtaha nU demOnnawert J^itU(tLbxigfini, 
irU iMh die fotaagalMMlaa. duehwag jf 1). DU Folge beiitst alio dai rMb 
Mattimnm n^» l . nad atU flfariian OUad« tlad nm uladtttMU j daron venohladen. 

(f) a, - (- !)* . (Hl " {)*. Haa bat. 0, - 1, a. - Ol die übrigen Glieder 

ilBd dnwbwef aebta Brfteba «il weobeelad«» Vow^hen, und «war findet 
«aat U»«i^-l DtelUga beÄrt aleo dai reo/« ÄiMrfew» «o-li dem über- 



#•■*• 



diae aUa 1%^ Ar Uafitai^ gteim p MM^ Mite komsen. 
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Beweis.^) Vergleicht man') das Anfangsglied üq mit jedem der 
folgenden GJ-lieder ciif <Hf ' "t bo smd nur folgende zwei FSJle mögliobi 
Entweder: die Zahl a^ wird ron Iceinem der späteren Glieder tiberstiegen 
(wenn aach möglicherweise noch leltdng oft erretchi): alsdann ist offenbar 
6^ — a^ das reale Maasimum der Folge. 

Oder: es giht in der Reihe a^^O], •• em erstes Glied a„^f welches 
«0 nnd somit anch alle gwischen a^ nnd a^ hegenden Glieder iHhersteigty 
sodaß also: 

(1) a,<a^ für: i; - 0, 1, • ■, («h-1). 

Vergleicht man jetzt wiederum a^ mit aUen nachfolgenden Gliedern, 
Bo mnß enüoeder a^ das reale Maximum der mit a„^ beginnenden und 
somit wegen Ungl. (1) der gesamten Zahlenfolge (aj sein; oder es gibt 
wiederum em erstes Glied a^ > a„^, sodaß also allgemem: 

(2) fl^.<«,». für: i;-0, 1,. .,(»»,-1). 

Fährt man in dieser Weise weiter fort, so gelangt man entweder 
nach einer gewissen endlichen Anzahl derartiger Operationen zu einem 
Glied a^ — Q, welche das recde Maximum aller folgenden Glieder, folg- 
lich auch, wegen: 

^^ 1 und: a,<a^^ fttr: a; -0, 1, -.., («,-1), 

daeljemge der gesamten Zahlenfolge darstellt. 



1) Der Beweis ftlr die Existenz dei oberen nnd unteren Grenze (wie auch fOr 
diejenige des im folgenden Pamgrapben noolx einzufahrenden oberen und unteren 
Idmes) IBißt Bioh kflrzex fBkren nnd zwar nach einer Methode, welobe gestattet, die 
betreffenden Ergebnisse auf nuM'ObxäMhare Zahlenmengen auszudehnen, und die 
ans diesem Grunde auch an späterer Stelle (im zweiten Baude dieser Vorlesungen) 
noch ansemandergesetzt werden soll Dagegen bietet die hier befolgte Methode 
den wesentliohen Vorteil, einen gründlicheren und fUr tiefere Erkenntnis unent- 
behrlichen Einblick in das Wesen und die Struktur der Zahlenfolgen zu Termitteln. 

2) Di« v3vrkUehe Autfithrung dieser VergUiehung ist natflrUoh nur möglich, 
wenn zur Beurteilung der Oy ein BüdungsgeaetM von genügendtr JETinfocMMe Vor- 
liegt. (So lieA sich z. B in § 88 [S. 199, TTngl (6)] direkt feststeüeu, dafit 

(1\' / l\*+i 
1+y)>(i + -) «Ir- ♦-9,8, ...mA»/«naim.) 

Wie aber auch das Bildnngsgeietz der a^ beschaffen sei, so tx^Hni das BevuUat 
jener Vergleuikung fOr jedes einzelne v als ein yollkommen eindeutig beOtmmteB (wenn 
auch nicht allemal bestimmbare«): entweder ist o^^Oy, oder a^-^ch* 

Das im Texte angegebene Yerflohren ist also nidit etwa daliin m deuten, al* 
ob die BesHmmung der Zahl G auf diesem Wege stets wirklidh gOeistft werden 
könnte. Tielmehr wird dadurch nur die JSaiutmut änr 7.i.h\ n ^nR** 7«-.{Ai1 <.A.4-aiu 
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Oder: man erhalt eine unbegrenjtte Folge von der Form: 

(4) «o<V<V< • <%<%+,<•• ■ . 

welche, als wowoton nunekmende Folge mit endheh Weihenden GUiedem, 
einen hestimmten Ghrenzwert Q hesitzt Aledann ist offenhar G das ideale 
Maximum der Zahlenfolge (a^). Denn man hat für jeden Wert von h 

(6) a„^ < G und daher auch: a^<G 

Andererseits muß sich wegen der Konvergenz der Zahlenfolge (4) 
jeder positiven Zahl b eine positive ganze Zahl n so zuordnen lassen, daß: 

(6) 0<G~a„^<8 für: fc^n, 

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

Daß es nur eine Zahl G der fraglichen Art gibt, ist im ersten der 
heiden betrachteten FäUe unmittelbar einleuchtend und folgt im zweiten 
aus Ungl. (6) mit Benützung des bereits mehrfach angewendeten Beweis- 
prinzips von § 26, Nr 1 (S. 161). 

2. Ein ganz analoger Satz gilt bezüghch der ufUeren Grenze, nämlich: 

Jeder Zäfdenfölge (aj mü endlich hleibenden Ghedem hommi 
eine gewisse untere Grenee g tsu; d, h. es gibt eine und nur 
eine bestimmte Zahl g, derart, daß für hetnen Wert von v die 
Beeiehung a^<,g lesteht; daß dagegen entweder mindestens ein 
bestimmtes GUed a^-^g vorhanden ist, oder, wenn dies nicht der 
FäU sein soUte, jedenfalls unbegrenzt viele Glieder a^, wdche g 
heliehig nahe kommen, sodaß also: a^ —g<,8 (wo fi>0 und 
beliebig TsUein), 

Im ersteren FaHHe heiß g das reale, tm »wetten das ideale 
Minimum der Zahlenfdlge (a,). 

Der Beweis läßt sich offenbar ganz analog, wie deijenige für die 

Existenz der oberen Ghrenze, kürzer jedoch folgendermaßen führen: Die 

Zahlenfolge (— O 1»««*^* t^^^ Nr. 1 eine gewisse obere Ghrenze G', d h. 

man hat: 

-^a^^G' (für jeden Wert v), 

und entweder für mindestens einen bestimmten Index m: 

oder für «ne unbegrensitö Keflw von Zahlen n» lediglich: 

Qf «. (__ a^\ < s (wo e > und beliebig klein). 
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Setzt man nun: ^ - - ö', »o gehtn die« B«Bi«hang«n in di« fol- 
genden über: 

(7) -ar^-9* »1"0" o,^^ (fOrjedeiir), 

(8) a^-^' t«w. -ö'--(-«0"'*«*~^<'' 

d. h. ^ ist die fragUche untere Gretue der Z»hldDfolge («,)i «od «war 
offenbar ein reales oder ideoZtfs Minimum j je nachdem ff' ein retüet oder 
idfloZes jafaa;»»m*w» der Folge (— a») bildet. 

8. Bleiben die absoluten Beträge der Glieder a^ nicht unter einer end- 
lichen Zahl, 80 muß einer von den folgenden drei F&Uen eintreten: 

1) Es gibt pcsUive Glieder, welche jede noch ao grofie Z«hl ftber- 
Bteigen, aber Iceine negativen mit absoluten Betr&gen von dieaer BMohiiEln^ 
heit. Bildet man alsdann genau nach dem in Nr. 1 gelehrten Ver- 
fahren die zur Definition der oberen Grenze dienliche, monoton in- 
nehmende Folge {a„ ), so tritt hier an die Stelle der firtthtren Beiiehnng 
lim a-, — O' die folgende: lim a — oo. Man tagt daher in diwem FaUo, 

die obere Grenne der a^ rücke ins UnendUehe, oder kttrser, dieielbe «< — + oo 
(obsohon diese Auadmoksweise eigentlich wieder'} eine oonkadicäo m 
acfjeoto enthält, da das Auftreten eines lim a^, — oo in Wahrheit gerade 

das Fehlen einer hesütnmten oberen Qrm»e anseigt). -» Die mtkte 
Grenze besitzt offenbar in dem Yorliegenden Falle einen bwtimmtea end- 
lichen Wert, 

2) Bs gibt negative Glieder, deren absolate Betrige Jede noch lo 
große Zahl übersteigen, aber Jceine potiHven Ton dieaer Beioliftfliniheli 
Alsdann sagt man analoge die untere Qrenee der a^ sei •■ — oo (wihrecd 
offenbar hier die obere einen bestimmten endliohaoi W«rt bMitit). 

8) Die Folge enthält sowohl posUive als negaike Glieder, welche num«- 
irisoh jede noch so große Zahl übersteigen. Alsdann hat man + oo als 
dberSf — oo als untere QrenMt, 

§ 86. 0)l>erer und unterer Idme« einer Zililenfblce (BftnFtUmitet, 
TJnbefltimmtlieltsgrenien). — 0r«ai* oder HiufimciMdilflB« 

1. Jeder Folge reeller Zahlen komm«i außer d«r Im Tor%wi Fup- 
graphen definierten oberen und unteren Qrenäe nooh iwei weiten («iler 
umständen in eine einzige znsammenflmende) oharslrtiriiUielit Zihl«i 
an, welche zwar in gewissen, weiter vaaJma^BXIm <n benJiftniWHlen Flil» 
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jenen eisteren gleich sein können, jedoch naoli Definition wesenthoh c 

von verschdeden sind Wir zeigen zunächst folgendes. 

Jede ZaMenfölge (a^ mit endh<9i bleibenden Gliedern hest 

einen bestimmten oberen Limes L und unteren Limes l, 

Zeichen: — 

lim a^ «» L , lim «^ «> f ; ^) 

v->ao V-¥oB 

d Ji es existteien eijuei (unter Umständen in eine eineige eusammi 
fallende) Zahlen L, l von folgender Beschaffenheit' jed&n e> 
laßt sidh eine natürliche ZaJil m xwid eine unbegrenzte Fdge nati 
Izclier ZaJüen m^ so zuordnen, daß. 

(1) a, < £ + fi für jedes v'^m] L — s <a^j^<L + e; 
desgleichen eme natitrhehe Zahl n und eine tmbegrentste Fo 
natürlicher Zahlen n^, sodaß 

(2) a^>l — 8 für jedes v^«; Z — £<a,^<Z + fi. 

(Der obere und untere Limes werden auch als obere und untere L 
bestimmiheitsgrenee bezeichnet Wir fassen die fraglichen beiden Zahl 
auch'imter der Bezeichnung Saupthmites der Folge (a^) zusammen.) 

Beweis. Bezeichnet man mit G^ die obere Grenze derjenigen Fol| 
welche aus («o; '"n ^a> '"•) durch Weglassung der ersten v Glieder e 
steht, also der Folge (a,, a^+i? «*+8» • )^ ^^ ist offenbar ö^ ^ Ö^^+i, 
ja durch Weglassimg des Gliedes a^ die obere Grenze sich allenfalls 
niedrigen, kemesfalls abei sich vergrößern kann. Somit ist die unbegrei 
fortsetzbare Folge : 

(3) 0„G„G„^-,G,, ... 

eine memaHs zunehmende und da mit den { a^ \ auch die \G^\ unter eii 
endlichen Schranke bleiben, so ist diese Folge "konvergent, sodaß m 
setzen kann: 

(4) lim G^,-Z, 

wo L eine bestimmte endliche Zahl vorstellt, von der jetzt nachgewie« 
werden soll, daß sie den durch die Ungleichungen (1) dargestellten F 
derungen genügt. Dabei dnd falgetide Fälle zu unterscheiden: 

Fall I. Die obere Grenze G der Gesamtfolge (a^) sei ein idea 
oder ein unendUoh oft vorkommendes') reales Mammm. Da alsdann j« 



1) Statt K«» bwf Üiftav flndet top» auch die Wteren, etwai imitaiidUche 
BeaelohnuLgen: luuftqßdtr Bkw. litimffiv (spr. Limes luperi^r bzw. infisrior). 

8)Beiipielj' g» - ^"^ v^l" ^ ' ^^ ««/»— 1' «t/'+i" — jr|i:" 

TPaIifa lia.f «.Tan AmM. «mmim/IZ^ ^A ■tinkatn.'mBn&lk r»aln MtUBtMMim 1 
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durch WeglasBung beliebig Tieler Änfftügaglieder ftus (aj herrorgehende 
Folge immer wieder die obere Qrense Q^ beiiUt, lo hti man offenbar: 

(6) G^o-<?i-öt,----(?^- , »lioftuoh /.«{/o- 

Ist nun (?o öin idealas Maximum, bo hat man nach Nr. l dee Torigen 
Paragraphen (S. 211, UngL (4)): 

(6) Öfl-Uma , wo: (h<a^<'"<a^ < , 

und daher (S. SU, Ungl. (5), (6)): 

(7) a^<&o iü.T jedes v^lO» <?o-'<<*w*<ö'ö *twa fllr; A^n. 

let G7-0 ein tmmcUich ofi wrkommmäM reaht Maxitmm, lo beitehen 
zunftbhab wiederum die Gfleiobungen (5). Anderennita »nthilt dann die 
Folge unendlidh viele Glieder: 

(8) a«,-öm, -««*-•••- ö^o (alioauoh: Öfl-Uma^, 

während im Übrigen durchweg a^KG^ amfUli Man hat also in dieaam 
FaUe: 

(9) a,^G^ ttüx jedes viiO, ff^ -«<ö«^- <?e Ä*- tj^O. 

Durch Kombination ron (7) und (9) ergeben tloh anter den alt Fall I 
zuBammengefibBtett VoraussetBungen, wann man nooh L itatt (?| tohmbl», 
die Bessiehungen: 

(10) a^^L ftojedei v^O, ü-«<a^;Sli fllr *ijii, 

Bodafi also die Forderungen (1) a forUori erfOUt tind. 

Im äbrigen ist ftlr den Torliegandan Fall all oharakttriftiioh htrror- 
smheben, daB hier der obete Limes L der Folge mit dtren obem' Ormum 0^ 
ausammenfUlt. 

Fall II. Hat die Oeeamtfolge (a^) wadar «in idaalai, soob aln m- 
endlioh oft Torkommandei r«i^ Maalnramy lo mufi lia «in rfote Mnd- 
mum beiiteen, daa nur in andliehar JUsaihl loxlimmm^ ilio doreh Wi|^ 
lasaung «ner endliehan Anmhl Toa Afi^ng^gtiadttn btiaitigt iwdiB 
kann. Die Eunftohit ftbrigbleibande Folge oder, wmh nidil, die M}vtia&- 
Hoh naeh din- oder mebxmaligar Biäitigaiag waittrtt rMltr UtxiiBa 
«brighleibende Folge (a^y (^^.u «m+i; ' ' I(*&& ^""'^ v O i fif ä m wsiim 
wieder die im FaUe I Torhaadene BatohadBuihiit habtn, d. L daa idtak 
oder unmdHdh cft vorhommmäe rtaU HaxiiBtta &^ httSimtL Jkn dia 
Stella der BealehuQg (6) tritt dann «b« Ttm d«r lolgtudwi Formt 

(U) ffoÄ;ö'i^--i;<?«.iÄö',-af«^i (?,- , 
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Im übrigen bleibt dann alles genau wie im Falle I, mit dem einzigen 
Unterschiede, daß der Index v — w jetzt dieselbe RoUe spielt, wie dort 
der Index v » 0, d. h man hat* 

(12) a^^L füx v'^m, L—eKa^^^LtÜT miendüch viele Glieder a„^ , 

welche (wie m (6)) eine monoton zunehmende oder (wie in (8)) eme aus 
Wter gleichen Zahlen bestehende Folge bilden ^) 

Der obere Limes ist also in dem yorliegenden Falle identisch mit 
der oberen Grenze emer durch Weglassung einer endlichen Anzahl von 
Anfangsgliedem aus der ursprünglich gegebenen hervorgehenden Folge. ^ 

Fall in. Einen von der oberen Qrmee wesentlich verschiedenen 
Charakter besitzt der obere Limes m dem einzigen noch möglichen Falle 
(sc. bei Folgen mit endlich bleibenden Gliedern), nämlich wenn die Folge, 
mag man auch noch so vielQ Anfangsglieder weglassen, immer wieder 
ein reoHeSf in endlicher Anzahl vorkommendes Maximum besitzt (z B 

a^ ■*- (— I)^~^t)- Diese Maxima müssen dann offenbar eine beständig 

abnehmende Folge bilden, etwa: 

(13) «mo>a«H>-">%> 

Dabei mag a^ {k — 0, 1, 2, • • •) immer das leiete Ghed der Folge bedeuten, 
welches den betreffenden Maximalwert noch erreicht, sodaß also für die 
obere Grenze O der Folge (a^^ , <»mj+i, ö^jj+i, • ) noch die Be- 
ziehung gilt: 

(14) ^-.*-"%» 
wogegen schon: 

Q ■ . ^ a nämlich: — ■ a_ 

und daher durchweg: 

(lö) <»,<««4 fUr v>«3k. 

1) Vau hftt alfo aaoli hier (vgU (9) und (8))t 

Ii *- Um Omi. • 

8) Dabei kann d«r beionder^T^ eintreten, daß C^m'^^oi-ir d. h. dafl dai 
ideaU' Maxitnuin d«r Fqlge (o^^ «üi^i^^ ■ *) »^ dem letaten ntüm M a xlionm 
^m-^i — «»-t iWiMWWniaiV'- I»* dJW* •y^^ ^«,-x ^ fl'r» f \H^ der FalU 
■ohon nMh Betidtigattg dei ^rfton tetläot Hnimuini ein, m hat miupi^iioh hi^r 
i^Qch h'^Q^^ (filso den Pinien 1^^ M^„^^ ^^^^'^'^^^J^^ G^tm^fdge). 
B«i«pUl; ^^ («1^1^11 -fr '|^)i ^*>^ a,.«n»'lf lonit dnzdiweg^jav <A^.dwr 

_.l.J.^ ^«TjtufliMiw i it^ilwiif^ d^^tttj^ 'a. liMrititMiMki dlkdi^JdteaZ« Miäataios^. '^ ' 
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Die zur Definition Ton L dienliche Folge der Q^ (v «• 0, 1, 2, • • •) 
zeigt also hier den folgenden Yerlaof: 

und da die ans dieser Folge herausgehobene Folge der durchweg ver- 
schiedenen Glieder, nämlich: 

nach GL (14) mit der Folge (13) iäenttsch ist; so findet man: 
(16) i - lim fit, - lim a„ . 

Baraus folgt aber, da die Folge der a„^ eine monoton abnehmende 

ist, daß: 

(17a) L<a„^<L + s etwa für jn^^w, 

und daher nach TJngl. (15) auch: 

(l^h) a, < i + fi für jedes v'^m, 

BodaB also die Forderungen (1) wiederum a fortton erfüllt sind.*) — 

Der entsprechende Beweis für den unteren Limes l kann in ganz 
anEdoger Weise geführt werden, indem man zunächst setzt: 

(18) limi^.-Z, 

wo g^ die imtere Grenze der Folge (a,, a,^,i, a,^„ ) bedeutet und mit 
wachsendem v niemals abnimmt. Oder kfiiaer, indem man zeigt, daß der 
untere Limes der Folge (a^) identisch ist mit dem n^ativ genommenen 
oberen Limes der Folge (— a^). Bezeichnet man nämlich diesen letzteren 

1) Dabei kann noh natfliliöh dne Qliedezgrappe Ton der Form 

anf dM einaige Glied ff^^^^ reduärferen, weim n&mUoh »a+i -» »* + 1, d h. 
ima. ^mmütObctr hinter dem letzten HaximalgUede a^ einer lolohen Glieder- 
gran»« da« nÄohit-kleinere Madmnm 0»»^^^ wiftritt und dieies nur ein einsigea 
"Uta. TQd:enimi 

i) Itan bemerke, dafi der obere Jümes dnioh Weglaesnng einer beliebigen 
mdZidlefi An^aJü von Gliedem memdk eine Änderung erleidet, wAbrend iliei IB' 
dl? 9^ OrtfMe^ abgesehen Ton <km Fallf I, iro sie mit dem oberen Li^nee ra- 
lammenfBUt, bei Weglasrang einer genflgendm Anzahl ron Gliedera fi^ ^- 
tntt. — Dw analoRe gilt besftirlioh dei Mi^erm £tm«» und der imtoren ^mhmi 
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mit L\ so bestehen für V und die Glieder der Folge (-a,) auf Qxund 
der definierenden Ungleichungen (1) Beziehungen von der Form: 

-a^<L'+s mr jedes v^n, i'- e< — a^^<Z'+ s 
für eine unbegrenzte Folge natürlicher Zahlen n^, also: 

a,>-L'-B füijedes v^n, -L'+ B>a^^> - L'-s, 

und daher, wenn man -i'-i setzt und die vorstehenden Ungleichungen 
umkehrt: 

(19) a^>l — B mt jedes v^n, l-e< a,^< Z + fi für unendlich viele n^, 
womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist 

2. Da lima^ —Z, lima — Z (wie aus der ttoeiten der Ungleichun- 

gen (1), (2) mit Hilfe einer einfachen Modifikation*) gefolgert werden kann, 
überdies in bezug auf L bereits ausdrückhch hervorgehoben wurde — 
B Gl. (6), (8); (16)), so läßt sich mit Rücksicht auf die getrofifone Auswahl 
^®r % (b (6); (8), (13)) und die daraus nach Analogie resultierende 
der a^^ das vorstehende Ergebnis auch folgendermaßen formulieren: 

Aus jeder Zählenfolge (a^) mtt endlich bleibenden OUedem 

lassen sich moei monotone Zahlenfolgen (a„J, (a^ mtt den 

GrenMwerten 

(20) lima„^-i, lima -l 

lierausheben, und es laß sich sodann jedem e > eine natürliehe 
ZaM n so »uordnenf daß: 

(21) l — e<a,<L + s fttrrv^n. 

Daraus folgt weiter, daß sich aus, der Folge (a^) Jceine Teilfolge 
{a^) herausheben läßt, welche einen größeren Lunes als L oder einen 
Metneren als l besitzt. Man kann daher (mit Gauchy) Zr auch als den 
größten, l als den Jdehnsten zur Folge (a^) gehörigen Limes bezeichnen. 
Zugleich erkennt man. (immer wieder mit Hilfe des Beweisprinzips von 
§ 26, Nr. 1, S. 161), daß es tatsächlich nur eine einatme Zahl L bzw. l 
der fraglichen Art gibt, und zwaar ist allemal: 

(22) l^L'i\, fea,^E«, 

1) Man hat die unbegrenst yc^kleinonngiflUuge Zahl e dnioh das all g e m e i n» 
Glied «^ einer monoton dbB«ihnBa«Po^ ntal^fconrerg^teaii Folge va. enetMa, lodafi 
an die Stelle jener einxelnm UngteicfaiHigen je em lä^egrenztes Byitem ron fol- 
gender Pona tritt; , , , , ^ . , - >s , / ' , ,.i . ' , 1 
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Übrigens hat man auch, -wie die Herleitung zeigt, stets: l^g, L^G, 
wenn wieder g nnd 0- die untere bzw obere Qrenee der a^ bedeutet 

3 Hat die Folge (a,) emen lesHmmten Greniswert lim a, — a, so 
bat man: "'"*' 

(23") a — f<ay<a + fi etwa für v ^ n 

Die Vergleicbnng mit den Beziehungen (1) nnd (2) zeigt dann unmittel- 
bar, daß m diesem Falle Zr » Z => a . 

Umgekehrt: Ist L-^l, so folgt aus (1) und (2), daß: 

(24) l — s<a^<l-\-£ etwa fttr v'^n', 
und daher: 

(25) lima,-Z (-i). 

Also: 

Ist die Folge (a^) konvergent, so fäUen die beiden Saupt- 
limites mit dem früher defimerten Limes msammen; umge- 
kehrt: liefern dte beiden EaupUimites dieselbe Zahl a, so kon- 
vergiert auch die Folge (aj gegen den Grenewert a. 

Im Anschlüsse hieran sagt man zuweilen yon einer Folge mit den 
verschiedenen Hauptlimites L,l: ihr lAmes sei zwar encB/u^j aber wibe- 
skmmt (oder auch: er schwanke) in den Grenzen Z und L. Wir wollen 
dieses Verhalten prägnanter durch die Bezeichnung ausdrucken: 

(26) l^^a^^L, 

indem wir allgemein dem Symbole lun die Bedeutung beilegen: in dem 
betreffenden Zusammenhange steht es frei, sowohl lim als lim einzusetzen. 
Darnach ist also insbesondere die Beziehung: 

(27) km a^'^ a 

gleichbedeutend mit: 

(28) lim a^'^a. 

Man darf ferner an Stelle Ton: 

(29) lim a,^a bzw. lim a^'^a 

auf Grund von TJngL (22) auch schreiben: 

(30) ^m^o bzw. ^Ay^a, 

da ans lima^^a folgt, daß a fortiori hma^^^a, ebenso ans Hmay>d, 
daß auch Ümfly^a. 
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Schließlioli bemerke man noch, daß aus: 

(31) a.<K<o, 

offenbar folgt: 

(S2) lim o, ^ lim &, ^ im h, ^ ihä'c, . 

»-►•0 »"+16 r->oo V->-SS 

4. Lassen wii' auch hier wieder die Besohränkuug fallen, daß die 
\a^\ stets unter einer endlichen Zahl bleiben sollen, so kann zunächst 
wiederum der Fall eintreten, daß unter den Gtliedem a^ positive (in un- 
begrenzter Anzahl) Torkommen, welche schließlich jede noch so große 
positive Zahl übersteigen. Alsdann tritt an die Stelle der Beziehungen (1) 
eine solche Ton der Form: 
(SS) a„^>Ä 

(d. h. KU jedem noch so großen ^ > existiert eine unbegrenzte Teil- 
folge (a ), deren Glieder der Ungleichung (18) genügen). Wir bezeichnen 
in diesem Falle + <^ aJ^» ^^t^ oberen Limes (wie auch nach § 85 als obere 
Oretuie) der Folge (aj, in Zeichen: 

(84) im Ck — + 00 , 

BnthSlt die Folge nicht auch negative Glieder, deren absolute Beträge 
jede noch ao große positive Zahl übersteigen, so hat ihr unterer Limes 
entweder einen bestimmten enäUdhen Wert^), oder, wenn nicht, so be- 
xeichnen wir ihn gleichfcHU mit + oo, nftmlioh dann, wenn die Folge 
von irgendeiner Stelle ab CM88<MießU<Jy ans positiven Gliedern besteht, 
die jedei beliebig vorgeichriebene ^>0 übersteigen, mit anderen 
Worten, wenn: 

(85) llmOp — + 00, 

♦-►*• 

und wir ietsen in diesem Falle nach Analogie von Gl (25): 

(86) UEDta,-iHma»,- + c», 

Anilog ergibt lioh: 

(87) Ujaor- — 00, 

wenn die Folge neffothe Glieder «athJUt, deren absolute Betrftge jede noch 
■0 groß« Zihl ttberttdgen; und min hat anch noch: 

(88) Em Oy •- — 00 gUiehseltig mit: lim a» — — oo . 



1) Beipieli ay — j^""***. 
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Schließlich kann auch noch der Fall eintreten: 

(39) hm a^ == -}- oo , lim «p ■= — oo , 

nämlich dann, wenn die Folge sowohl posiHve als negative Q-heder ent- 
hält, welche numerisch jede noch so große positive Zahl übersteigen 
Wir werden uns gelegentlich der Bezeichnungsweise bedienen: 

(40) limOv<oo oder auch: hma;,<oo (hes. mcÄ^ unendlich), 

v-*-eB 1 ->.co 

um auszudrücken, daß dei' obere Limes bzw der Limes schlechthin unter 
einer endlichen positiven Zahl 1)leibt 

Die Gesamtheit der Zahlen a;, welche der Bedmgung genügen: 

lim tty^x^ lim a,, , 

soll als das GreneintervaU der üy bezeichnet werden. 

Zahlenfolgen mit zwei versdliiedenen Haupütmiies bezeichnen wir als 
ime%g«inü%ch divergente. Die hmvergenten und eigentluHi dtv&rgenten Folgen 
sind dann andererseits dadurch charakterisiert, daß für sie ein emeiger 
(nämlich endlicher bzw mit bestimmtem Yorzeichen unendlicher) Limes 
existiert. 

5 Der Jjimes bzw die Sm^thmites emer Zahlenfolge (a^) lassen 
sich noch als besondere Falle eines allgemeineren Begriffes darsteUen. 

Ist iTgendeme unbegrenzte Menge von Zahlen a (unter denen sich 
beliebig viele einander gleiche befinden dürfen) vorgelegt, so soll eme be- 
stimmte 2!lahl Ä eine Qreng- oder EaufungseaM der Zahlen a heißen, 
wenn unbegrenzt viele Zahlen cc der Bedingung genügen: \A — u\<CSf 
wie klein auch die positive Zahl s angenommen werden mag Dabei ist 
es vollkommen gleu^tgiüfig , ob Ä unter den Zahlen a selbst vorkommt 
oder mchi Andererseits ist Ä offenbar stets als Haufirngsnahl der a zu 
betrachten, wenn A unter den Zahlen a imendlteh oft vorkommt: denn in 
diesem Falle besteht für unendlich viele u die Beziehung: | J. — a| » 0, 
also a fortiori \A — a\ < e fOr jedes ß > 

Gibt es unter den Zahlen u pcsvHve, die jede noch so große Zahl 
übersteigen (und die dann eo tpso in tmbegreneter Apgiftbl vorhanden 
sein müssen), bzw. negative, die numerisch jede noch so große Zahl 
übersteigen, so bezeichnet man (nach analoger Terminologie, wie bei 
den Begriffen „Limes" und „Grenze") -f c» bzw. — oo als Sdufirngs- 
M<M der ec. 
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Auf Grund dieser Definition ist der Limes einer Jcowvergenten oder 
eigentlich divergenten Zahlenfolge (aj stets eine Emfmgsscihl der a^ und 
zwar (ite einzige. Denn ist etwa lim a^ = a eine bestimmte Zahl, so ge- 

nügen aUe a^, von einem passend bestimmten Index v = n anfangend, 
einer Beziehung von der Form \a — a^\<is und andererseits gibt es auch 
nur eine Zahl, fllr welche eine derartige Beziehung existiert (nach § 26, 
Nr 1 , S 161). Entsprechend hat man im Falle lim a^ — + oo bzw 

— cx) für alle a^, von einem gewissen Index v = n anfangend, eme Be- 
ziehung von der Form: a^> Ä bzw. < — J., also die eintnge Haufungs- 
zahl + oo bzw. — oo 

Hat die Folge (a^) zwei verschiedene BJimplihmites L, l (wobei eventuell 
auch X — + cx>, Z — -— oo sein kann), so stellt oflFenbar ^«for derselben 
eine Häufungszahl der a^, die Folge besitzt also deren mindestens ewei. 
Gibt es dann, falls etwa L, l endUch sind, für irgendein £ > noch un- 
endUch vtde a^j welche Jceiner der beiden Bedingungen \L — a^\<s, 
\l — ct^\ < £ genügen^), so besitzen diese entweder einen bestimmten lAmes 
oder zwei verschiedene Haup&dmttes L', V, und die Folge der a^ hat 
somit eine bzw. 0U)ei weitere Häufdngszahlen Im letzteren Falle kann 
es dann wiederum noch unendlich viele a^ geben, welche Iceiner Be- 
dingung von der Form \L' — aJ<E oder \V — a^\<6 genügen usf 
Man erkennt auf diese Weise, daß eme Zahlenfolge helte^j d. h. eventuell 
auch unendlich vtele EJHufungszahlen besitzen kann Es kann sogar, wie 
wir an zwei, auch für später bemerkenswerten Beispielen zeigen wollen, 
je^ % eine HäufmgstaU der Folge (a^) sein und diese selbst noch tm- 
endlich viele andere (d. h. unter den a^ nichi vorkommende) Häuftmgs- 
jnaJUen besitzen. 

6. Beispiel I. Die Qescmiheit der positiven rcU%onalen echten JBniche 
kann als einfacbe Zählenfolge entweder als Teilmenge der positiven ratio- 
nalen Zahlen nach dem in § 26, Nr. 3 (S. 161) gezeigten Anordnungs- 
prinzip oder noch etwas ein&cher in folgender Weise angeschrieben 
werden: 

/j.i\ ^ * * 1 i. — tL'ZL^ 

V*l; "Sf» y» 8' 4' 4.' " '' n > ' "f n ' * '"' 

wobei in jeder Gruppe von der Form (~, • • •, ^^^) ^^ diejenigen 
Brüche aufisunelitn«! -eind, deren Zähler rdatio prim zu n. Denn haben 



1) Im Salle £ -• 4' oq^ hsw. l'^ — oo iseten ao die Stelle dieier Be- 
dingvui^r^ wiedwrap »9k<^ .r^ Jisfs JVö^b« a» > <?, b»w. ar< -^ ^' 
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w und » den (von 1 verschiedenen) größten gememaamen Teiler d, aodafi 
etwa: w — w' • <2, « - n'- d, wo jetzt m', W relativ prim, so kommt der 

Bruoli ~ — ^ schon m derjenigen früheren Gruppe vor, welche durch 
n n 

den Nenner n < n charakterisiert ist. 

Die Folge (41) enthält alsdann offenbar jede rationale^ zwischen 
und 1 gelegene Zahl einmod und nur einmal Da sie solche Zahlen ent- 
hält, welche der 1 und der beliebig nahe kommen, aber keinCf welche 1 
iibersteigen oder unter herabstnkenf so hat man: 

(42) lim Ä^ — 1 , lim a, — . 

Die Folge besitzt also zunächst die beiden ihr nicht angehörigen 
Häufungszahlen 1 und 0. Bedeutet dann femer ^ einen beliebigen posi- 
tiven echten Bruch (der also in der Folge (a^) sicher einmal vorkommt) 
und wild e>0 beliebig klein (zum mindesten <I-^ und ^ 1 — ^) 

vorgeschrieben, so liegen allemal zwischen ~ ~ « und ^ + f tmmcUich 

vide echte Brüche, also wnenäHidh viele a^ (z. B. alle möglichem von der 

Form|-±jj~, wo ;i-l,2,3,...,und ~^«). Somit ist |-, d.h. 

sohließHch jede der Zahlen a^ eine HS/vifimg8»ald der Folge. 

Das gleiche gilt aber schließlich auch noch von jeder «wischen 
und 1 gelegenen IrrationaUiatd A, Denn wird wiederum a > beliebig 
klein (zum mindesten ^ A und ^X — Ä) vorgeschrieben, lo ISßt sich 
zunächst eine ratiotMle Zahl a so fixieren, daß: 

(s. § 24, Nr. 2, S. 146). Da hieraus folgt: 

d.h.: 

A-i<a-'j<a-\'j<Ä + 8, 

so liegen daher auch zwischen J. — « und -4 + « whwwBicä v%el$ ratiomk 
Zahl»!, also unendlich viele a^. 

Beispiel IL HaD hebe ius der eben betraehtetm Folge di€j«nlg« 
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d. h. diejenigen mit Nennern von der Form 2/* (/* = 1, 2, 3, • • •) ent- 
hält, also: 

oder auch, in dyadischer Schreibwetse (§ 16, Nr 2, S. 96): 

(43a) 0,1, 0,01, 0,11, 0,001, 0,011, 0,101, 0,111, • • • • 

(die «»*• d^mppe besteht aus den 2"*"^ nach aufsteigender Große ge- 
ordneten m-atelligen dyadisohen Brüchen). Man hat dann, genau wie 
oben, zxmdohBt: 

lim a/ — 1 , lim a/ — . 

Bedeutet ferner a' — 0, (^ c, • • • <;„ irgendeinen der Brüche (43 a) (wo- 
bei also c„ — 1, im übrigen, für v<m, c, — oder 1) und wird «>0 

beliebig klein vorgesohrieben, so bestimme man ein n^m so, daß -^^s. 
Jeder Bruch von der Form: 

y-0,CiC,-..c„0„+i.. O.c^+i-.-c^+i 

(wo 0„^jL, • • •, On tloße Nullen bedeuten, während der betreffende Index 
lediglich die SieUengc^l markieren soll) hat dann die Eigenschaft, daß 

0<6'-a'-0,0i0,...0,c,+i...c,^.»<-^, also < e. 

(Entsprechend ergibt sich übrigens, wenn: 

6" - 0, öl c, . . . c„_i 0. 1^+1 •••K^n+i'-- <^n+l 
gesetzt wird: 

0<a'-r<-^). 

Somit ist a', also jede der Zahlen a/ eiue Häufungseahl der Folge «). 
Das letztere (^t aber schließlich auch yon jedem nicM-dyadisehen^) 
echten Bruche a, sowie von jeder zwischen und 1 gelegenen Irrafional- 
üähl Ä, Denn denkt man sich a bzw. A durch einen unbegrenßten dyadiachen 
Bruch dargestellt (welcher nach § 20, Nr. 1, S. 117 für a jaenodiseh, nach 
§ 24, Nr. 3, S. 146 für il niehi-periodiedh ausfällt), so gibt es, wie groß 
auch n angenommen werde, unter den Brüchen (48 a) unendlich vide, 
welche mit a bzw. Ä die erstm n Brwihste^lfen gemeinaam haben und sich 
somit von a bzw. A. um weniger als ^r unterscheiden. 

^\ Ah von iadon sieht dwcfe eiften IxgreMtm dyadiiohen Bruch dirrteUbfcir&i. 
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§ 37 Grenzwerte Ton der Form: lim ^, wo: lim a^ «- lim S^ =- ± ^ 

oder lim a^ =» lim 5^ » — Unendliche und Nullen yerschledener 

Ordnung. — Die Bezelclinnngen: >-, -<, si, ~ - 

1. Ist: lim 6^, =■ ± oo oder lim 6, — 0, so besitzt ein Ausdruck von 

lim ay 
der Fonn: ^j^, an sich Tcemen hesHmmien Sinn, wie auch im übrigen 

die Folge (a^) besdiaffen sein mag. Dagegen kann sehr wohl der 

zeichen YorsteUen^), in welchem Falle man dann wohl auch lim ^ 

lim av '■*- - 

nicht sehr passend als den „wahren W^'^ von ^"*'"' . zu bezeichnen 
pflegte und zuweilen noch bezeichnet. v->-« 



Ausdruck' Hm -^ eme heshmmte Zahl oder oo mit hesHmmtem Vor' 

Ov 



a. 



Bleiben z. B die a^ zwischen ewei endlichen Schranken (sodaß 
also lim a^, lim a^ nicht nnendhch ausfallen), so hat man offenbar: 

(1) hm -T^ =■ 0, wenn: lim 6 — -(- oo oder =- ~ oo . ^ 

Liegen die a^ zum mmdesten fOr v^m ü2>er einer |M>M'^»ven Zahl (sodaß 
also auch: lim a,, > 0), so hat man analog: 



(2) limf 



1 ->'ao 

— + OO, wenn: &, > 0, limft^, -.0, 

y-Voo 

— — OO, wenn: h^ < 0, lim 6 — . 



»»-►•• 



Aber auch m dem Falle, daB lim a^ und lim h^ gleicHeeitig — ±00 

Ina Ov 
bzw. —0 werden (wobei dann ^—^ unter der sogenannten „unbestimmten 



1) Ton den Aiudracken ■ Um. -^ , lim -^ gilt dieiflelbrtreniftndliohinjfld^Falle. 
S) El -vrürde sogar genflgen, daß: 

lim I &, I -o -j- 00, 
'wobei dum noch 

lim by ^ -\- 00, lim 6» — — 00 
«e^ konnte. 
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)rf«" ^ bzw. jj ewoheinen würde, d. h. an sich überhaupt ikewen Sinn 
t)f kann lim ?" einen wohldeflnierten Sinn besitzen. Ist z. B.: 

) (D^ für jedes einzelne v eine bestimmte Zahl vorstellt, dagegen 
11 w„ — ± oo» »0 bat man, wenn etwa aj, &/ zum mindesten für 

^ m zwiscben swei positiven Zahlen bleiben: 

a) lim a^ — ± oo , Um Z;^ — ± oo , 
d andererseits: 

b) l'-f., J.o: \imll~Umf., 

} jetzt föj eine axis endlich bleibenden positiven Zahlen bestehende, 
Sgiicherweise konvergente Folge vorstellt. 
Analog ergibt sich im Falle: 

) «^ — a/-d,, Ä^-6/-J,, wo: lim 5^-0, 

fem die \aj ., \bj\ zwischen zwei positiven Zahlen bleiben: 

a) lima^i^O, limby^O, 

I * Äy ii^ %*' ' ö^ 4 ; ■ ' j^ 

b) ^ Ä T7, lim t- » lim .,• 

Beispiele: 
i(l):a,-(-ir + ^, &,-» oder &,-(-l)'.v, lim-J-^-O. 

H8):a,-v-l-v(l-i) 



Ä,-*r+l-.*(l.+ -i) 



1 






W:-,-7.'-v(l-^)l.. . 



, lim?-i>l. 
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2. Zwischen Grenzwerten von der Form hm -^ und lim jrzTb^ 

besteht im Falle lim 6^ — ± oo eine merkwürdige Beziehung*), zu deren 

Herleitung wir den folgenden Eüfssatg') voransohicken: 

Bedeutet (M^ eine monoton eunehmende Folge mit dem 
Qreneioerte oo, und ist' 

(5) a < jJ" _Tu~ < -^» ^'^'"^ mindesten fik v> m, 

so laßt sich eu jedem (noch so Meinen) £ > ew n so fissieren, daß: 

(6) a-a<~<Ä-]-B für v>n. 



1) Die entsprechende Beziehung nut den zugehörigen Folgervmgen für den 
Fall lun&y — hat für die ^oAZenlehre geringere Bedeutung, aie kommt (abge- 

sehen von einer m § 49 zu maohenden Anwendung) in passend modifizierter Ge- 
stalt hauptsächlich erst für die FwnMwner^^^ m Betracht, Wir wollen sie des- 
halb im folgenden wnier dem Texte anführen. 

2) Der Parallelsatz fOr den Fall lun &v »■ lautet 

Svnä che myposihv und monoton abnehmendf limm^i-iO, außer- 
dem auch noch lim «>». 0, tmd tat "'*'*' 



y-»-oo 



(öa) a<^^-^<Ä fitr v>m, 

m^ — m^ _ j 

$0 hat man. 
(6a) a^ — <:Ä für v'^m. 

Beweis Wegen «»^„i — «^ >> folgt ans (Sa)- 

(i»»_i — mja< a^_^ — «» < (w^^i — m;)A {v > m). 

ÜSIimmt man n'^m und substitniert der B>eihe nach ya^n-j-lt **-)->, •••«n-f'iPi 
■o folgt duroh Addition* 

K — ♦»«+^)<»<»i» — <»«+^<(»»»-«*«+5)"^ für n^w und j — l, «,«,.... 
Lftfit man hier o ins unendliche wachsen, wobei dann lunm. . .-■lima.j.»>->0 
wird, so ergibt sich, wenn man sohheßlioh noeh v statt n Bohxeibt' 

<*« 
a<; — <JL far»r>tn, q. ed 
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Bewei«. Da M, - Af^„, > 0, so folgt aus (6): 

(Jtf, - M,,,)a < o, - o,_j < {M,-M,_^)A (v> w). 

Setzt m«n hier der Keih© nach v-»w+l,m + 2, •• ,w + (>iind addiert 
die reaultieranden Ungieiohungeu, so ergibt sich: 

{M^^^-'MJaKa^^^^ a^<{M^^^^MjÄ (p-1,2, 8, ...), 

und hieraui durch Difiiioa mit JJf.,^^, wenn man zugleich noch v statt 
m + (f sahreibt: 



alao a forHori: 

Wird jet«t «>0 beliebig klein Torgeeohrieben, ao' kann man 
wegen lim Jlf^ — oo, eine natflrliohe Zahl n ^ m bo fixieren, daß: 






;S# für v>n» 



ddJffdinn wird abtr: 



« — t<j,<ji+f fllr v>n, q. e. d. 

8. Aoi dem ebtn bewieMnen HillnatM tiehen wir nun die naoh- 
•tabendtn Fotgmmffm: 
l Iit: 

io «adittttri (i. § 86, 8. S17, Usi^btehoBg (Sl)) lu Jedem t > ein m, 
d«nrt> daBi 

Mithin «rgibl rieh nush (6) ond (6)i 

2 — fi« ^ ü ^ r j. 9« «Nv « -^ M 
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Da luer £ beliebig klein genomineu werden kann, so erhalt man 
den Satz^) 

TFocÄsew d%e M^ mit v monoton ins XJnendkclie, so hat man. 

(7) hm '_^=i-^lini-^^lim-^^lim-=j?; — 5^, 

d h der untere imd ohere Limes von -^ ist allemal eingeschlossen 



a„ — a 



»-1 



zioisäien dem unteren wnd dem oberen Limes von fJ _-i^'- - ; /"«ßs 
diese Meteren endhch ausfällen 
n Tritt an die Stelle der Ungleichung (5) die folgende • 

m dem Sinne, daß zu jedem (noch so großen) J. > ein entsprechendes tn 
von der fraglichen Beschaffenheit vorhanden ist, so ergibt sich, genau 
wie in voriger Nummer die Relation (6), zu jedem beLebig großen -4 > 
und beliebig kleinen t > die Existenz eines n von der Art, daß: 

(9) ~>Ä-£, bzw ^<:-A + e fürv>w 

Mit anderen Worten:') 

Wachsen dte M^ mit v monoton ms Unendliche, so hat man. 

(10) hm -^- = + cx) hew. =» — oo , 
wenn 



^ M 



^^ Jif M — =- + oo h0w « — 00 



1} Durch die analogen SohlÜBBe ergibt aioh ans (6 a). 

JTeAmen dte m«, monoton gegen IfuU ab und tst audh bma^-^O, 
so Tust mcm *■►" 



(7a) hm-J^_J:=l-^bm_l^E5r-::!l^i^ 
- » m — m — -T — «M. — •»!==. 



S) Analog findet man im Falle t»^_i > »^ > 0, lim m, — Um a^ -. 0, an« 
dei VoiauaBetzung *->"~ "■*■* 

**» ~ "r— 1 
(8ft) __— > Jl bzw. < — J. fflr jedes noch so große A nnd *>n, 

entroreohend der Belation ^ea^ äia fnlomriHA 
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Das gleiche gilt übngens auoli, wenn die M^ monoton cibnehmen 
und limJf^ — — oo. Denn ist etwa M^ = — M^j wo MJ > M^_i 

♦-»■00 

nnd Km Jf/«»» + oo, so wird: 



(11) bm^--lim^, Um ^'_^-' Um ^:_^7' , 



sodaß: 



(12) 



aus: lim -v^? — lim 



»-, — a, 



aUemal folgt: hm ~ — lim -^rj?! — ,^ ^ • 



o>« — a. 



m Fallen in (7) der watere mid obere Limes ron ;^ _^ m 
eine bestimmte Zahl A zasammen, hat man also: ^ '"^ 



lim -T^y if — "• -4, 



so wird auch: 



lim TE^ — J.. 



Das gleiche gilt dann nach (11) nnd (12) im PaUe: M^_^ > M^, 
lim Jfy » — oo. Durch Zusammenfassung dieses Ergebnisses mit dem 

unter II ausgesprochenen gewinnt man also den folgenden Bau^Ucnte^)'. 
8md die M^ monotonj lim Jf^ — ± oo, so hat man stets: 



(9ft) ~ ^ J. bzw, ^ — A tax v^n. 

D h. 

Nehmen die m^ nonoion gegen Null ab vnd ist audi bma^nO, 
80 Tiai man: ""*"" 

(10a) lua — ■- zt oo, wenn, lim — i -j-. oo 

Das gleiche gut auch, wenn die m^ monoton gegen Nnll gunehmenj d. h, 
■wenn w,_i<m^<0, limmy«-0 (vgL die rormeln (11) und (IS) im Text) 

♦ ■♦'OB 

1) Entsprechend folgt aus (7 a), (10 a): 

Sind d%e mv monoton, lim Wy ^n lim a« ■- 0, «o hat man ttets: 

(18a) Um-^-lim-r*^ '^ 
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(13) lim ^ - lim 



ö- .. «-. — »v-i 






sobald der rechts stehende Limes (im weiteren Sinne) existiert 

Nimmt man inäbesondere M^ » v, so resultiert der speeiellere 
(Oauoliysolie) Orenewertsaie: 
Es ist: 



a„ 



(14) lim-^-lim(a^-a,_i), 

sobald der rechts stehende Grenewert existiert. 
(Beispiele: Da lim (lg v — lg (v — 1)) — lim lg (l + -^) - 
(s. § 34^ S. 206, Ungl. (3)), so folgt ans (14), daß auch: 

(15) lim ^-0.0 
Di^egen bat mau: 

lim(e'' — e"-^) — lim€!'-i(c— 1) - + cx), 

also nach (14) auoK: 

(16) lim -^- + 00.) 

Übrigens sei ausdrfloklicli herrorgehoben, daß der Satz (13) bzw (14) 
keineswegs wnkdiarbar ist, d. h. ans der Iknstena des hnken Grenzwertes 
folgt Iceineawegs diejenige des rechts stehenden. 

^Beispiel: a, — v -f (— 1)*, M^ — v, also: lim -^ — 1. Dagegen: 

•-.-«^-1 - V + (-1)-- ((V- D + C-l)"-!) - 1+ 2 . (_l)r, 

d.h.: 

lim(a,-a,_i) 1, lim (a, - a,_ J - 3 . ) 

»--♦•OB r-^m 



1) Wegen- 
ergibt noh: 



y*» — »»'.— «* 

Um y» — Urne" 

t IIa— Igy 

1 ^ » -^ /,,.-« — e*"^*" (i* I 81, S. 191, Gl. («)), 

also mit Bentttsong to& GL (16) : n • > 1 ^ //1 

limV^-l. 



4 Der Satz III, Gl. (13), laßt für den FaU eines endhchen: 
hin 
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% — %-! 



y^oo K-K-1 



line Erweiterung zu, bei welcher die Voraussetzung, daß die M^ monoton 
lach ± oo divergieren, durcli eine merklioli aUgememere ersetzt wird 
?V"ir ftthren bei dieser Q-elegenbeit eme abgekürzte Schreibweise em, von 
ler wir späterhin noch yielfach Gebrauch machen werden. Wir be- 
.eichnen nämlich eme Summe von der Form: 

Cm + c„+i + .-. + c„ (wo«>w) 
lurch das Symbol* 

n 

fii 

spr Summe der c^ nach v von m bis n oder auch: für r >— m bis i/ » n) 
Alsdann lautet die fragliche Verallgemeinerung des Satzes Gl (13) 
olgendermaßen. 

Ist' 

n 

17) hm|6^| — + 00 und für jedes n: |t-^|6» — &y_i| <5^), 
so Tiat man: 



18) HmV^-limV^.-*:^^-, 

falls der rechts siehende Limes endlich ausfdü,t. 



1) Bind die "by monoton, etwa Z>v>0, lim bv'^-{-cx^ so bat man: 



y-^qo 



< 1 (fezw. — 1 fttr n ■*• 00). 

>u gleiche gilt ;m Falle 6,.<^, Jim.6i-,p- — ^9P. Die l^iih«? wit (y*} l^ftseioh- 

leten Zahlenfolgen genügen alao den Bedingungen (17), ioda6 der' HflTlpt«at%»>^' 
la openeller Fall des vorliegenden enoheiitt, ^äwA dar iii Frage kommode ^iranz" 
rert endhdi aniOIlt Dage^^ entresM jj^ die QQltigkeit dieiee aUgonedneren' 

•atzei niekt auf den laEt Um'^ — ^^V:^ <S»i^' "* 
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» Ä, so läßt sioh zn jedem £>0 



Beweis. Ist etwa: lim -^ =: 

r-yoo K — K-\ 



ein m so ftneren, daß: 



•f- 1 



6--&. 



-A 



V-l 



»y — «t_l — -^(^v — 6v-l) 



&„-&, 



* — 1 



< « fttr v> »w, 



also: 



l<»r-«r-i---^(^-^_i)l <«• 1^ — ^-1 1 för v>w. 

Setzt man der Beihe nach f — m + 1; 9» + 2, • • • ^ m + (>; so folgt 
zunächst durch Addition der betreffenden Ungleichungen: 

m+1 m+1 

Da aber: 



m-t-l 



m + p 



^2|(a,-a_J-2t(6,-6,_0|, 



m + 1 



m + p 



SO ea^ibt sich a fortiori: 
nnd daher: 



m+1 






m+f 



m + 1 



m+p m+p 

<8'B. 

Schreibt man v statt m -\- q und berücksichtigt^ daß: 






80 findet man weiter: 



^^ 



<ff»JB + 






^*«-<»m 



iR m 



für: V > m. 



Wegen lim |&y| — oo läßt sich ^bctr ein n ^ m so fixieren, daß: 



V-¥to 



[ JL -T ' J I 

" ' ^fr^^'" l < * für V > »^ Bodäß also; 

<«-(B+l) f&r: i/>^. 



1 ' f*,* 4, 
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Da 6r + 1 eme bestimmte positive ZaKL vorstellt und c > beliebig 
klem. gemacht werden kaam, so erkennt man sohließlichy daß: 

lim -j- — J., q. e. d. 

5 Zur Berechnung yon. Grenzwerten der Form: 

lim -r- , wo: lim a^ — lim J^ — -[- oo bzw — 0, 

bedient man sich häufig mit Vorteil der folgenden, schon früher (§ 28, 
S. 171, 172, Formel (23)— (26)) erwähnten Sohlußweise, welche jetzt 
etwas ausführlicher folgendermaßen dargestellt werden kann. Aus: 

(19) ^<jBf,<a, 

folgt nach § 36, Ungl. (16), (17), daß: 

(20) lim-4,^limJ?,^S;S;5,^nmC,. 

r->eo v->ee v->ee v->-ge 

Ist nun: 

(21a) lim-4, — iim 0^ — ^ bzw. — ± oo, 

was in dem vorliegenden Falle schließlich nichts anderes bedeutet^), als: 
(21b) lim -4, — lim Oi, — ^ bzw. — ± oo, 

80 ergibt sich, daß auch: 

(22a) hmJB^ — Üm^^ — J. bzw — ± c», 

»->■«» »-♦■00 

d. h. in diesem Falle exisHert lim B^ (zum mindesten m weisen 8mne)j 

und man hat: *"*'*' 

(22b) limJB, -^ bzw. — ±oo. 

r->oo 

Beispiel I. Nach 34, S 206, TJngL (3) hat man: 
(23) •i^^lg(l + 0^«J. filr: d, > -1, 

wobei sich das Gleichheitszeichen anssohließlioh auf den Fall d^ — be- 
zieht, also: 

ig(i+A) 

(24) 



_<igi-t£l)<l^ wenn: d, > 0, 



1 + * 



1) Wogen; _ 
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Ist nun d_ > 0, lim «y, — 0, also auch lim -rxV — 0, so ergibt 
siah aus (23), daß zugleich auch lim lg(l + dj — 0. Andererseits lehren 
aber die Ungleichungen (24), daß — wegen: lim , . — 1 — auch: 
(2ft) iim^«i/"i-''-l für: d.^O, lim d, - 0, 

wofür man (vgl. § 38, S. 201, Gl (17)) kürzer zu achreiben pflegt»): 

(26) lim^~«^'/^-l. 

Zusatz. Schreibt man die letzte Gleiohung folgendermaßen: 

(27) limlg(l + (r)7-l, 

und berücksichtigt, daß auch: 

(28) lge-1 und: 6-lim(l + J)* (§ 88, Gl (17), S. 201), 

SO läßt sich Gl. (27) durch die folgende ersetzen: 

(29) lim lg (1 + 9)^ - lg (lim (1 + d)A . 

Man hätte auch umgekehrt zunächst die Richtigkeit dieser leteten 
Gleiohung beweisen und sodann mit Hilfe Ton (28) zu GL (26) gelangen 
können. JBUerzu wäre nur erforderlich festzustellen, d^ß allgemein: 

(80) Kmlga,-lg(lima,), 

vorausgesetzt, daß ]im a^i^a eine bestimmte positivt Zahl vorstellt.') 
Man hat nun: "'*'" 



-.lga + lg(n-^) 



1) Die Bedsntong dieser Schreib weite iit also folgende i der frftgUobt Gmu- 
▼ert kommt Kuttande, weon maa fdr i ixLkieiiive die sli dnrebwtg von Hnll v«> 
•ohleden axumnehmenden QUeder 8f einer im übrigen gana beliebigen Folge mit 
dem Ghrenxwerte einsetoi Man bemerke, daA dabei die VorwUihm der elnsebiM 
&v ganz willkQrlioh uwäueln !l;Onnen. 

S) Für den Falli Um a^ — 1 vorde ^ei bentls nnmlttslbar sqtw im Aa- 

nftTiInft An TTntvl t9Ä.\ \%am%ai\4st Mi* Jlan llnll . 14an ^ _ _t m^n I.. • bj S «uva m /j\ 



Nr. 6 



§ 87 Gh^nzwerte von der form lim — 



235 



Da aber: lim — — 0, also aacli: lim lg ( 1 + — — -) — 0, so ergibt 

aicli in der Tat, in Übereinstunmung mit Gl. (30): 

lim lg a^ — lg a. 



r->oo 



Beispiel U Nach § 33, S 203, UngL (21) ist: 



l+*,<e''»'<Y^3^, wenn: |(>,|<1, 
also: 
{31) 

Hieraus folgt, daß: 



l<e^-l<^ 



(32) 



l<'-^<YZr9-y ^enn 0<d,<l, 
1>^^^>Y^, wenn: 0>(J,>-1. 



iy 



Ist jetzt -mederum: lim 9^ — 0, also auch lim **. — 0, so wird, 

wie UngL (31) lehrt, anoh lim (e*»— 1) — 0. Alsdann ergibt sich aber 
aus (32), daß: "•^* 



<33) lim 

kürzer geschrieben: 
(34) 



«"i'-i 



— 1, wenn: d^ ^ 0, lim (J, — 0, 



»>->•<» 



lim — T — — 1 . 



Beispiel in. Setzt man in § 31, Ungl. (IE), S 192: ^-a„ J5- 1, 
O — (>, so wird: 

(35) (>-(a,-l)^a,?-l$(».a,?-».(a,-l), 

wobei das obere Zeichen gilt, falls p < oder ^ > 1, das tmtere, falls 
< (» < 1. Dividiert man diese ünglelohnng durch (a, — 1), so folgt: 



(36) 



(»^^^$r»/-S falls: «,-l>0, 
Ist nnüL lim a, ^ 1, w ^rd auch lim a,?-^ ^ (lima,)?"' -* 1, imd 



«omit: 



T-V» 



#->"• 
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aP -1 

(37) hm *'__ — Q , wenn: a^^l, lim a^ ■=- 1, 

oder, kürzer geschrieben: 

(38) iun4=i-p 

Setzt man a = l±d, wo also: d— >-0 für a— >-l, so nimmt Ql (38) 
die folgende Form an* 

Znsatz. Man hätte die Eelation (38) bzw. (39) anoh, ohne anf 
üngl. (36) zu rekarrieren, mit Hilfe der beiden zuvor ausgeführten Grenz- 
wertbestimmungen (26)^ (34) gewinnen können Man hat nämlich 
identisch: 

(1 -I- j)g ^ 1 gP ig(i+«»)_i ig{i + d) 

e '"^* (f ig(i + *) ■ * ' 

= Q ^^ • ^ ?" , wenn gesetzt wird: w^glg (1 +*). 

Da sodann « — (> • lg (1 + (J) für d—>0 den Grenzwert q lg 1 d. h 
besitzt (s. GL (30)), so ergibt sich mit Benützung von (26) und (34): 

und, durch Substitution von — d für ^, auoh: 

ir->.o * 

6. Auf der Bestimmung von Grenzwerten der Form lim-=I, ^o 

lim a^ — lim 6^ — ± oo bzw. lim o^ =» lim h^ — 0, beruht die Mbglich- 

keit, das jJtstin^TTieAtcer^^ bzw das Nt^werden von Zahlenfolgen m ge- 
wissen Fällen zu vergleu^ien und „der Größe nach'* m ordnen, was wie- 
derum nichts anderes besagt, als: auf Grund jener Yergleichung eine 
bestimmte SuJceession festzusetzen. 

Es genügt, sich hierbei auf posthve Zahlenfolgen (a^), (b^) zu be- 

schiiuiken FaBt man dann zuiuchst den Fall ins Auge, daß lim-^ (zum 

mmdesten im weitere» Sntne) existiert, so muß allemal eine yon den fol- 
genden drei Möglichkeiten eintreten: 

(40) lim^-0, (41) 'lim-^-^>0, (42) Hm^- + oo. 
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Da diese GleicliimgexL der Eieihe nach anssagen^ daß, fttr hmläng- 
lich große v, a^ sehr viel (noch genauer gesagt: hehehig vidmcH) Tdeiney 
ist als &^; oder naheeu gleich gl^'^ oder endlich sehr viel (— heilig mdmal) 
großer als 6^: so wollen wir dieses Verhalten der a^, &^, gleichgültig wie im 
übrigen hm a,, hm 6^ beschaffen sem mögen, durch die Ausdrücke kenn- 
zeichnen: 

Im Falle (40) a^ ist mfiniiar Memer als &^, in Zeichen: (40a) %~<b^ 
>} }) (41) a, ist m/imtor ^ZetcÄ c &^, „ „ (41a) a^^c 6^ ^) 
„ „ {42) a^iBtmßnttwr großer &]b\, „ ,t (42 a) a^>6^. 

Wenn lim -r^ mcht existiert (oder zum mindesten die Existenz mchi 

feststeht), so woUen wir noch den einen FaU hervorheben, daß y schließ- 
hch sunschen zwei endlichen postUven ZaJden bleibt und daher 

(43) c^hml^^C, wo: 0<c^a<-f oo 

Alsdann soll gesagt werden: 

a^ ist iw/5n«<ar ähtüich h^, m Zeichen: (43a) a^ ~ ö^. 
Da hierbei die Möglichkeit c-^ nicht ausgeschlossen ist, so er- 
schemt der Fall der mßnHären OleuMevt von a, und ch^ (Formel (41 a)) 
als ^egteUer Fall der infiniiaren Ähnlichkeit (Formel (43 a)). ') 

1) Auf G-nind dieser Termiaologie ersohexaen die in § S6, Nr 1 (S U9) dem 
Individuum A zugesobnebenen Behauptungen als Ausdruck gewisser infimtärer 
Gletchhetten Bezeichnet man etwa die Anzahl der in dex Reihe 1, S, • -, n ent- 
haltenen geraden Zahlen mit g„, so hat mau, je nachdem n gerade oder ungerade, 

Pn™ Y ^^^ ^»•" — s — ^^^ daher ffli n-*-cx) in jedem Falle* g^^-—n. In 
diesem Stnne, d h bei dieser besonderen Art der gegenseitigen Zuordnung gibt es 
also haV) so viele positive gerade Zahlen, -wie naMrltche Zahlen. 

Bezeichnet man femer die Anzahl der moht-negrativen, unterhalb 1 gelegenen 
rationaien Zahlen, deren Nenner die Zahl n nicht übersteigt, mit r„, die Anzahl 
der im Intervall von 1 (inkl.) bis X; -[- 1 (exkl) gelegenen, welche die gleiche Neimer- 
eigenschaft besitzen, mit rjj*\ so hat man offenbar fELr jedes n: r,^^»)^ r^ und 
daher sohlieBlich auch. r^^^kr„ In dieaem Stnne gibt es also von 1 bis Jfc + 1 
Ä;-mal so viele rattonaie Zi^en, wie von bis 1 

2) Will man auch fdz die noch flbrig bleibenden Möglichkeiten, nämlich: 

(a) 
(b) 
(c) 



lipi^-0, 


lim T- — i < oo, 




hm -j- — oo, 


liff^-0,' 


a 
IWI-J--0 oo, 
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Ist jetzt insbesondere: 

(44) lun a^ — lim &^ — + oo , 

SO sagt man auch, es werde: 

a^ von niederer Ordmmg umendhch^ als h^, wenn: a^-<,\, 

a^ „ gleiche „ „ wie &^, „ a^r^h^hzw a^^g\y 

a^ „ höherer „ „ als \, „ a,>&^, 

oder anch: es wachse a^ gleichzeitig mit v se^ächer (langsamer); ebenso 
starh (ebenso schnell), starker (schneller) ms Unendliche fJs 2»^.^) 
Ist femer: 

(45) hma^-hmft, -0, 

so sagt man entsprechend (mit naturgemäß sich ergebender UmJeehrung 
der Begriffe ,^her" und „ntedriger'^, es werde: 

a^ von höherer Ordnung NuU als 6^, wenn: a^^\, 

a^ „ gleicher „ „ wie h^, „ a^ ~ h^ bzw a, C^gh,, 

a^ ,; niederer „ „ als 6,, „ ay>K, 

oder auch: es Jconvergiere mit unbegrenzt wachsendem v stärker (schneller), 
ebenso starh (ebenso schnell), schwächer (langsamer) gegen Null als &^.*) 

Bich einer analogen Schreibweise bedienen, bo kOnnte man beziehnngsweiae setzen: 
(ft) «v^^v, (b) a,>:^, (0) a,>6. 

Wir werden jedoch diese Sdhreibweifle nuM in dem obigen Sinne anwenden, viel- 
mehr (analog, wie die entspreohenden Kombinationen der Zeichen <, — , » nur 
in dem folgenden In dem betreffenden Znsammenhange steht es firei, Oy nach Be- 
lieben vnßmtär läemer als &y oder wfimtär dhnltdh &» auEunebmen usf 
1) Beispiele 

lg V -< v (8 Gl (16)), 

V 4- y» ^ ff, 

«'>«; (s Gl, (16)). 



2) Beispiele. 



lg{i + 4")^T ^" ®^<"^)' 
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§ 38. yergleichung des IJnendllchwerdeiis Ton cd^, ^y^ lg co^ 

für (D, — >• c». — 

Die Iterierten Lof^arithmeii. — TJnendliclikeltsslLaleii. 

1. Es sei (oj eine Folge beliebiger posiUver Zahlen mit dem Grenz- 
werte lim (öy == 4- oo Alsdann soll zunäobst die Beziehung von e"* und 

»-►oo 

to^, oder gleich etwas aUgememer von (f*y und ro^s (vvo jj, q gleichfalls 
beliebige, aber feste positive Zahlen bedeuten) für unbegrenzt wachsende 
Werte von v untersucht werden ^) 

Man hat für jedes positive a (s. § 33, Ungl. (19), S. 202)- 



e«>l + a>a, 



und daher für a = ^ ^ • co, : 

2 + 1 " 



^ g + 1 * 



• «,. . jp 



Erhebt man beide Seiten dieser Ungleichung m die (g + l)*^ Potenz, 
so folgt: 

und somit: 

Da der erste Faktor der rechten Seite eine bestimmte von Null verschie- 
dene positive Zahl vorstellt (auch wenn man j) beliebig klein, g beliebig 
groß fixiert), so folgt weiter: 

(a"v)* 
(1) lim -^^^ — ^ E— -}. oo oder, anders geschrieben: (e™v)jp >- co^«, 

m Worten: 

Jede heliehiff niedrige positive Potenz von ef"> wird für 
lim (Dy — + oo von höherer Ordnung tmendlichf ds jede beliebig 
hohe positive Foteng von a^. 

Für j7 — 2 — 1 hat mab aläO speziell: 

(la) lim — — + oo, also: «"v^»-©^ 



1) Der spen^Ue Fall; cft^ ■-• y Qii^.;p <f-,j[! iiv 1 inurde berejta ua vorigen 
ParagiapheD, S. 280, Ol. (16) üb £fe»pi^ %r den Oanchyaohen GrenzwettMts 
behandelt. 
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Setzt man in (1) e"» «=- ra/, also a^ — lg ra^', ao ergibt eich: 

lim =- + CO 

zmuLohs^ nnter der Yoraussetznng, daß: 

lim lg 0»/ — 4- oo 

Da aber lim lg «/ posiüv unendlich wird, wenn hm a»^' •- + oo (s § 34, 

S 206, Gl (4)), so folgt Bobließlich (indem man wieder a>^ statt at^' 
schreibt): 



(2) ^°^7r:fT^=- + ~7 «ilso: «»/Xlgfl».)"; 



sofern nur o^ der Bedingung genügt: um co^ » + cx>, also: 



Jede leUehig niedrige posvHve Potene von a^ wird für 
limo^ — + 00 von höherer Ordnung unendlich, als jede beliebig 
hoheposttwe Potenz von lg cd,. 

Ordnet man dem ünendlicbwerden oder, wie wir kürzer sagen 
wollen, dem „Unendlich" von a», die „Ordnungszahl" 1, demjenigen von 
(D^? (wo 2>0^ die Ordnungszahl q zu, so kann man s^en, es werde 
lim e"r fOr lim 0», — + oo unendlich groß von emer Ordnung, die jede noch 

SO große poätüve Zähl q übersteigt, oder kürzer: es. werde lim ö"» wnend- 
Uch groß von unendlich hoher Ordnung. "'*'* 

Dagegen wird limlgco, und sogar lim(lg(Djs (für jeden beliebig 

großen positiven Exponenten q) unendlich groß von einer Ordmmg, die 
niedriger ist, als jede noch so Meine positive Zähl p, oder anders *us- 
gesproohen, es wachsen lg ©,, (Igoj,)« mit o, langsamer ins Unendliche, 
als jede noch so niedrige Potenz von ©,, also gewissermaßen unendlich 
vid langsamer, als m, selbst 

2 Man kann nun aber leicht Zahlenfolgen konstruieren, die wiederum 
mit 0», noch „unendlich vid langsamer*' ms Unendliche wachsen, als lg cp . 
Bildet man nämlich von lg ©, wiederum den natürlichen LogarithmuB 
wobei wir zur Abkürzung: 

W lgGg<oJ-lglga»,-lg,©, 

■fehi^be» wollen, so wird ofT^bar mi o, auch lg, m^ über alle Grenze© 
wachsen. 
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Setzt man jetzt m (2) lg o, an Stelle von a^, also lg, co^ an Stelle 
von Ig cDy, so folgt zunächst' 



(lg«)'' 
(4) hm ■-— !^ - + c», oder: (lg « J' Xlg, <»,>. 

Man konnte nun in dieser Relation o^ wieder durch lg o, ersetzen, so- 
daß im Nenner der Ansdmck: 

erscheinen würde. Fahrt man in dieser Weise fort nnd hezeichnet allge- 
mem mit Ig;^ o^ den k-fach %i€ri€fien Logarithmus von cOy, d. h diejenige 
Zahl, die ans to^ hervorgeht, wenn man die Operation des Logarithmiereus 
^-mal anwendet (wohei man nur von vornherein für oa^ eme positive 
Zahl von hinlänglicher Größe anzunehmen hat, derart, daß lg (d^, lg, cd^, , 
^Sk^v sämtlich positiv ausfallen), so ergibt sich allgemein: 



\2 



p 



(5) hm--pi-^- + oo, oder: (1&.i<d,)' > Gg* «>,.)' 

Denn angenommen, diese Relation sei für irgendem bestimmtes k er- 
wiesen — wie es tatsachlich nach Gl. (4) f ür /; » 2 der Fall ist (da ja: 
lgro»,™'lgi<Oy) — so folgt, wenn man ra^ durch lg m^ ersetzt (was wie- 
derum ohne weiteres gestattet isi^ da ja oOy kemer anderen Beschränkung 
unterliegt, als mit v postHv über alle Grenzen zu wachsen, nnd diese 
Eigenschaft alsdann auch lg oi, zukommt); 

(6) lim -ilLji;^ . + oo, oder: (lg*a,,)i'>(lgt^.,a,,)» 

(da ja: lgt_i (Igro^-lgja»»,, lgi(lg®v)-lg*+i<Oy), womit die Allgemein- 
gültigkeit der Beziehung (5) für Z; — 2, 8, 4, erwiesen ist 

Bezeichnet also (o,) eine Folge positiver Zahlen mit dem Grenz- 
werte cx), so kann man eine wA^eturt fortsetfihare Skala von Zahlen- 
folgen, nämlich: 

m (ÖJ,), GglO'r)» (lgs«>J* • • , (lg*C,), • • • • 

von der Beschaffenheit herstellen, daß die Glieder jeder einzelnen Folge 
unendltdi v%d langsamer^) ins unendliche wachsen, als diejenigen der un- 
mittelbar vorangehenden (und somit j^er vorangehenden). 



1) P. h. (b Nr. 1 am Schütuaie)* Bedeuten (oa^, {m'^ ixgendzwei konsekutive 
Folgen jener Skal», so hat man nullit nnr. 



sondern sogari '" ' 
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Analog "Würden — auf Grund der Relation (1) — die Zahlenfolgen: 

(8) K), (e-^), (e^"), ie'^'), • '" 

eine wnbegrmtft fortsetebare Skala von ßukzeBsive unendlich viel schneller 
ins Unendliche wachsenden Folgen liefena. 

3. Es lassen sich aber auch Zahlenfolgen (w/) heratellen, welche 
nicht nur unendlich ml langsamer bzw. scIineUer ins Unendliche waohaen, 
als irgendeine bestimmte Folge der Skala (7) bzw. (8) von heliehig hoher 
Rangordnung, sondern unendlich viel langsamer bzw. schneller als jede 
Folge (7) bzw. (8). Wir wollen dies hier an einer Skala von der Form (8) 
zeigen; auf den Fall einer Skala von der Form (7) werden wir sp&ter 
noch zurückkommen.^} 

Wir nehmen der Einfachheit halber a^^v und führen die folgen- 
den Bezeichnungen ein'): 

(9) v-dW, e" - 66,^^^ - « W, öfl" - ö«/*^ - «,W, 
sodaß also die Skala (8) die Form annimmt: 

(«.<"'), W"), W), •••- («,<*>), ■ 

Dabei ist dann: 

(10) e,W-<6 W-<6,(*) <.. .<fl,(*)< 

(und sogar für jedes noch so große r>0: CV*'*^'^"<V*0' 
Setzt man jetzt: 

(11) ^,-6^ (v-0,1,3,...),») 

auoh wenn man 2 > nooA bo groß, jp > noch to kMn fixiert hat. Hlanu ge» 
nflgt ea übrigenii, wenn nur für jede« b^iehig groß fixierte r > 0: 

Denn man braucht nur r - i^ «n .e.1»eu. nm von dieier leteteren Beidehunff m 

der vorhergehenden m. gelangen, 

1) S. 9 öS, Nr. 6. 

S) Hiensn «ei atudirflokliol^ bemerkt, dafi man tmter a^" itetf a\fiv, nitM 
(aPy in ventehen hat. (VgL hienm S. 79.) 

9) PI? AnfinogigUeaer der Zahlenfolge (J7J liratea alioi 

«,'•», «i"', «i">, V" wf'. 
d. h. axugeaohxiebent 



Nr 4. § 88. Vergleiohung des UnendlidiweideiiB von ©,, c*"", IgtOy 243 

so läßt sich zeigen, daß: 

(12) E^ > e,W und sogar: > ^e/))»*, 

wte groß auch Te und r angenommen werden mögen 
Da für v^O: 

C ^ 1 + v > V (§ 33, S. 202, Ungl (19)), 

so hat'^man für v »= 0, 1, 2, • • : 

(13) eW<eW, eW<6,W, ■,6W<e/+»), ■ 
Andererseits hat man — wegen v < v + 1 : 

und daher duroh gleichzeitige Anwendung Ton (13) und (14) a fortiori: 

(15) ef<ef^.t'^ also speziell: ^^'^<eXt'^- 

Daraus geht zunächst hervor, daß die Folge {E^ = («v^''0> geradeso wie 
die einzelnen Folgen (e^W) (ä; — 0, 1, 2, •), eine mowo^ow umnehmende ist. 
Wird jetzt %; heUebtg groß fixiert, so hat man nach (10)- 

(16) cj*"^*^ > ej*^ und sogar: > (e/))'' bei beliebig großem r. 
Nun ist aber nach (13): 

d. h. man hat: 

(18) J^,>e^^-^'^ für: v^Ä + 2 

und daher, in Rücksicht auf (16), a forhori: 

womit die ausgesprochene Behauptumg (12) bewiesen ist. 

4. Im AnsohluBse an die Skala (7) stellen wir noch die folgenden, 
fftr die Lehre von der Konrergeiiz unendlicher Reihen wichtigen Be- 
trachtungen an. Wir setzen: 

(19) Lj,(a,) - m, • Ig^ (o, - Ig^^a, • • ■ lg* OJ, (Ä; - 1, 2, 3, • • •), 

oder auch, indem wir der Gleichförmigkeit halber noch die Bezeichnung 

einführen: 

Igo©,-»,, 

(19a) iji(a),)-lgoa>,'lgi«tr'lgi«'*-"lg*fl»r (Ä-0,1,2,. ) 
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Man hat also speziell: 

(19b) Zo(a)J =- (D„ ij ((dJ = 0), . lg a)„, Za (cjJ - ©^ • lg ro, • lg, o)^, • . 

und aUgemein* 

W ij+i(a),) « Z;fc(a»,) IgA+iOJ^, also: Za(<dO -< Zfc+i (<»,). 

Es wadist hiemach ^^(ajj mit ro^ um so schneller ins Unendbohe, je 
großer h ist, andererseits aber, ww groß auch Ä angenommen -werden 
mag, immerhm unendlich viel langsamer als (dJ^+9 für jedes noch so 
Mein fixierte (> > Denn man hat mit Benützung der Beziehungen (6) 
und (2): 

(21) L^((oJ)^co^ (IfJfljJ*; also a /br^ön: -< a)/+? (für ()>0). 
Wir definieren ferner* 

(22) i;f^(cD,)-A(a)J (lg,o,,)? 

= Igo o,. • Igi ö. lg*_i öJ, • (lg* a.Ji+c , 1) 
also speziell: 

(22a) i„(p)(a,J - öj^^+p, i,(?)(a,J » o,^ (lg a,,)i+e, 

i,(?)(ß),) - OJ, lg(D, (Igjoji + C, ... 

Ist dann Q>0, so findet man offenbar: 

(23) ^*^^^W>i;S.\(a>,); 

Zugleich hat man, wie groß auch Ä nnd -wie Jclem die i^owfow Zahl p an- 
genommen werden mag, nicht nur: 

W 4<''K)>4W (-gen- ^_(,g,„^),), 

Sondern auch, /«r jedes noch so große X . 

(25) i.*'K)>i..,K), 

da: 

(25ft) -^*^^("iJ ag^«^)^ 
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Die im Torstehenden erhaltenen Ergebnisse lassen sich folgendermaßen 
zasammenfassen. 

Ist lim (Oy<^-{- <x> und p > (im übrigen beliebig klein), so hat man: 



(I) a),<aj; Ig^ ra, < ro, Igi ©, • lg, o)^ < • • 

(II) <+<?>©, (lgi(D,)^+P>-ra, -IgiO), (lgsa)J^+?> • 

>(D, Igilga», --lg*.!©, •(lgiO),)'+^> 

Die Glieder der Skala (I) -wachsen also mit v um so sdmeUer, die 
Glieder der Skala (11) um so lav^samer ins Unendliche, je großer Tc an- 
genommen wird. Der Faktor, um den sich ein Glied der Skale (11) von 
dem enfoprecÄewdJew, d h. zu dem nämlichen h gehörigen Gliede der Skala (I) 
unterscheidet, fallt um so kiemer aus, je großer h ist Dabei ist aber ein 
beliebiges Glied der Skala (II) nicht nur ^nfimtar großer, als das ent- 
sprechende, sondern auch als jedes hdielnge, msbesondere jedes lehebtg viel 
spater auftretende Ghed der Skala (I). 

5 Wir knüpfen hieran noch eimge für die Reihenlehre bemerkens- 
werte Relationen, denen IgjOJ,, i*(a»y) genügen, falls man die fo^ noch 
der Beschrankung unterwirft, mit v monoton zuzunehmen. 

Es bedeute also (JfcfJ eine posvtive, monoton eimehmende Folge 

mit dem Grenzwerte -f oo Da idsdann für jedes v: j^ * > 1, so hat 
man nach § 34, Ungl (2) (S. 206): ""' 



(26) 



Jf. 



lgJlf,-lgJf,_,-lg^ 



*^ — n 



> 



M^ 



Da femer mit M^ auch lg M, monoton ins Unendliche wächst (s. § 82, 
UngL (16), (17), S. 197), so ist die Folge (IgM^) von demselben Charakter, 
wie die Folge (M^) Man dwf also in (26) M^ auch durch lg M^ er- 
setzen (wobei nur M^ bzw. v von vornherein so groß zu wählen ist, daß 
lg Jf^_i>0) und findet somit: 



(27) lg,Jlf,-lg,Jf,_i 



Jgitf,-lgj»f„i ^ K-^.-i 

lgjf,-lg3f,_, Jfv --gfr-l 
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Hiernach ist zu Termuten, daß allgemein: 



(28) 



ifo-af.-i&Jf.-i 



< 



M^ — M. 



v-l 



>-r 



M^ — M. 



v-l 



h-1 (^.) 



Angenommen, diese Relation, deren Richtigkeit für Ä— 1 und ife— 2 
tatsäoUioh erwiesen ist (da ja: M.^-L^^M;), •af,-lgJtf,-Zt(Jf,)), gelte 
für irgendeinm bestimmien Wert Ä; alsdann ergibt sich durch Substitution 
von lg Jlfy an Stelle yon M^ zunilchst: 



also mit Berücksichtigung von TJngL (26): 



< 
> 



igjf,-igjif,_i 



(28a) 



l&+i-M;-lg>+iJ^,-i 



< 
> 



Jf- — Jf. 



>— 1 






i*(-M-.) 



be- 



womit die Allgemeingültigkeit der Formel (28) ftlr Ä — 1, 2, 3, 
wiesen ist. 

Genügt jetzt M^ noch der weiteren Bedingung: 

(29) Jf,~Jf,_i, 

d. h. besitzt der Quotient -^ — einen endlichen, von Null Temehied^tt^d 

oberen und imtere» Limes — etwa u4 und a (wobei auch -4 - a wl^i 
kann), so kann man setzen: £ 



M. 



a'-s<-^—!—<,A-\-6 für: v^n, 



also: 



S-l 



lg-M'.-i + lg(a-0<lg-^,<lg-M,_i + lg(^ + «) "*"' 



lg(a-.) ^ IgJf, ^, , lffU4-«) 



und daher sofaliefllidh, viregen lim lg Jf,.i — + oo : 



*-*■• 



(80) 



IgJf, 



iiSiTi^"^ ^^' i«-^^^i»-a^-i^ 
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woraus dann nach derselben Sohlußweise allgemein folgt: 
(31) lg,M,^lg,M,_, (^-1,2,8,...). 

In diesem FaJle liefern die üngleieliungen (28) offenbar die folgenden 
mfinitären Beziehungen: 

(82) Ig,Jtf,_ig,Jf._.~^Z^^^I^ (i-1,2,8, ■) 

Und ist geradezu: 

(33) M,^M,_,, 

alBO um so mehr auoh: 

so erhält man: 

(34) ig>iif.-is.-M;-.^ x.:.(itf;j - z,;..w (*-i,2,», o 

Setzt man speziell M^ — v + 1, so hat man v ^ v + 1 Qi^d daher: 
(35) ig,(„ + l)_lg.(»)SjJ-^«j_|-p^, 

oder, anders geschrieben: 

W u.x.(,){'!5|+^-i)-i, 
|(b) toA(«+i){i-i^}-i 

Kapitel VI. 

Zweifach unendliolie Zahlenfolgen (Doppelfolgen). 

§ 39. Umformung einfach nnendUoher Zahlenfolgen in mehrfach 
nnaidjlche nnd mpfefcelbrt 

1. Zerlegt man ein^ unbegrenzte Z^hl^folge (uj) in nuei solche, 
die mit (a^*») nnd (a^ bewichftet werden mÖgen^ die letztgenannte wieder 
in 0wei unbegrenzte Zahlenfolgen; (a^*^) und {a^, und denkt sich dieses 
Verfahren unbegrenzt fortgesefet (Was «oienbur mSgUeh ist, da ja jede un- 
begrenzte Zahlenfolge immer Jrie4e|i4n^^*.8oli0b^^ zerlegt werden kann), 
so erhält man im -Stelle der $kim^ Mlextlblget ,, « . > ' 

(1) Ott^^«---«i M I 



(36) 
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eme imbeQren0te Reihe Ton Zahlenfolgen: 



(2) 



tto^») OiW 0,(0) . a^o) 

<'^ fliW 0,(1) a^(0 

ao^«) OjW «,<«) a^s) 

«o^"^ «i^'J a,(') a^»-) 



welche als eine Umformung oder ümordmmg der nrsprtlnghchen Zahlen- 
folge in ^em Sinne angesehen werden kann, daß jedem G-Uede a^^ der 
Folge (1) ein ihm gleiches a^*'> des Schemas (2) entspricht und umgeJcehrt. 
Dieses gegenseitige Entsprechen läßt sich in der Weise charakterisieren, 
daß dem einfachen Index, also der Zahl X umkehrbar eindeutig ein hoppd- 
index, also ein bestimmtes Zahlenpaar (jtL, v) zugeordnet ist, und auf 
Grund dieser Zuordnung erschemt dann das (A + !)*• Glied der Folge (1) 
innerhalb des Schemas (2) als dasjenige Ghed, welches der (ft + 1)*^ Ko- 
lonne und der (i» + 1)*" Zeile angehört *) 

Wir bezeichnen eme solche wnbegrenete Beihe von Zahlenfolgen nach 
Axt des Schemas (2), mit anderen Worten eme Zahlenfolge, bei welcher 
an Stelle jedes einzelnen Gliedes einer Folge der bisher betrachteten Art 
wieder eine Zahlenfolge erscheint*), als zweifach unendliche Zahlenfolge 
oder kürzer als JDoppelfolge und dem gegenüber die bisher betrachteten 
Zahlenfolgen nach Bedarf als einfach unendliche oder kürzer als einfache. 

Als Beispiel för die Umformung einer einfachen Zahlenfolge (a^ in 
eine Doppelfolge diene folgendes. Nach § 15, Nr 1 (S. 92) laßt sich 

1) Statt a^*J achreibt man hHufig anoh a^^^ oder, wo kein Mifivewtandnii 
möglich, auch o^^ (ohne Komma; das Komma ist jedoch unentbehrhoh , sobald 
an die Stelle der einfiwjhen Indizes (i und v solche von zusammengesetzter Form 
treten, z. B, »p^+p, j,,+<,) Die Schreibweise mit den nebeneinandergestellten La- 
dizes erweist sich übrigens als die ausschließlich brauchbare, sobald es sich nm 
Zahlenfolgen handelt, die mehr als nce^ühch unendlich sind (s Nr 8 dieses Para- 
graphen) Für «iMifach unendliche Zahlenfolgen besitzt jedoch die un Text g-e- 
wBilte Schreibweise den Vorzug, weniger platzraubend und merklich übersicht- 
licher zu sein (man yergleicaie das oben gegebene Beispiel 

t) Solche Zahlenft»l|;en smd uns genau genommen auch sehen frühep l>e- 
gegnet Man braucht sich nur klar zd «aachoa, dafl bei äner Zahlenf<dge- n^ 
trrat^otMleH öliedetn (a. § 86-28) jedes Ghed in Wahrheit nur das Zeichen fttr 
dne Zahlenfolge ist 
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jeder Index X stets und zwar nur auf eine einzige Weise in die Form 
setzen: 

(3) ;i-Co + Ci-2 + c,.2«+ +c„^.2-i (^-0,1,2, • ), 
wo Co, q, > c„^_i entweder oder 1 sind, dagegen (sc. fttr X^V) 
% - 1 zu setzen ist (d. L 2"»^ ist die höchste Potenz von 2, welche ^ X 
ist). Alsdann sollen der ersten Zeile der herzustellenden Doppelfolge 
alle üx zugeteilt werden, deren Indizes der Bedingung. 

c„-0 

genügen, d h. alle a^^ mit geradem Inder (einschließlich der 0)-, der eweiien 
Zeile alle a-^, für welche: 

Co-1, Ci'=-0, 

d. h alle diejenigen, deren Index von der Form A = 4jt + 1 ist; der 
dritten Zeile aUe a^, für welche 

Co-1, Ci«=l, 0,-0, 

d h. alle diejenigen, deren Index yon der Form A — 8fi + 3 ist us£ All- 
gemein- die (v 4- !)*• Zeile soll aus allen o^ gebildet werden, für welche 

Co-1, q-l, •■•, c,_i-l, c,-0, 
d. h. aus allen denjenigen, deren Index die Form hat: 

A-l + 2 + 2«-}-...4- 2"-* + c,^, . 2-+1 + . • + c„, • 2«i 
-2'+^-f* + 2''-l (^^0,1,2,...). 

Die aus der Folge (a,;^ resultierende Doppelfolge lautet also folgender- 
maßen: 



w 



Um die Stelle aufzufinden, «n weichte?: edja l^eliebiges QUed a^ der ur- 
sprünglichen Folge in der DoppeUolge (4) enttili^nt, wtt andejren Wortes, 
um das irgendeinem eir^cußim^ 
Zähienpaar (jif v) zu h'c 
bringeiL Hat iK>dfum 
erste, welcher — Q ist. dee &d# i'; äö ffehört a^ der (v + 



»0 «a 




»4 


• 


"h^ 


Ol »6 




<h 


' 


• «4^ + 1 


Oj a^i 




«19 


' • 


• %i + t '•' ' 


fljv_i ßjl' + l 


+«•. 


.1 ai»+t 


•l+l"-! • ' 


a,r*i./*+r-i • " " 
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Boppelfolge (4) an. Da ferner unter der gemacliten VorausBetsmig (näm- 
lich <^ — Cj — ... — c^_i — 1, c^ — 0): 

A - 1 + 2 + . . . + 2"-^ + c,+i . 2"+! 4- . . . + c„^ . 2«;i, 

80 iSißt sich A in die Form setzen: 

wo fi eine eindeutig hesHmmie natürliche Zahl (mit Einschluß der Null) 
bedeutet, welche dann anzeigt, daB a^ der (^ + 1)**" Kolonne der Doppel- 
folge (4) angehört. 

Umgekehrt: Bezeichnet man mit aj*' dasjenige Glied der Doppel« 
folg© (4), welches in der (v -H 1)*** Zeile und der (ft + 1)*« Kolonne steht, 
so hat man: a^^ — a^^, wenn gesetzt wird: X — 2^"'"* • f* + 2"— 1. 

2. Betrachten wir jetzt eine Jkjßpdfdlge a^^ als die ursprünglich ge- 
gebene, so läßt sich zeigen, daß diese stets auch (auf unendlich yiele 
Arten ^)) in eine einfache Zahlenfolge umgeformt werden kann, d. h. es 
lassen sich stets einfache Folgen (a^^ herstellen, welche jedes Glied a^*^ 
einmal und nur einmal enthalten. ** 

Man erzielt dies am bequemsten, wenn man die Glieder a^*^ in Gruppen 
zusammenfaßt, deren jede alle Glieder mit der nänUichen ludexsumme 
ft -t- V — tf enthalt, wahrend tf der Beihe nach die Werte 0, 1, 2, . . . 
durchlauft, also: 

(6) o f a <" a/" «,<•) a « «,<«> . . . «^W <-« . . . «««^ « W 

Die Yergleichung dieser Anordnung mit dem Schema (S) zeigt, daß 
man die einfache Folge (5) erhält, wenn man die Glieder der Doppel- 
folge (2) „nach Diagonaleh," ordnet, wie durch das folgende Schema yer- 
deutlicht wird: 



tö») 



«.'" 


.<' 


.<' 


y' 


«,"' 


< 


.».'" 




<^'" 


J^'^ 


• • 




«.« 


t • 







ftoke ergibt lioh Ja nmitittelba];, da0 et cUm «nbegMiMt Tille «eben uufl, da 
man Ja die QUeder Jedet einftushea folge nodi »nf uendUch Tldle JLrtm ptmn- 
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Eine andere, ebenfalls sehr einfache Vorschrift zur Umformung der 
»ppelfolge (2) in eine einfache ist die folgende. Man fasse alle die- 
Qgen a^ zu emer Gruppe zusammen, für welche 

entweder: 0^/i^p v — p 
oder: f*? <>>v^0. 

ui erhält alsdann die Anordnung: 

) «<•' <..">«<'>«(•> a <•' a» a« «."' »,(•>.. . 

alche sich wiederum sohematisoh in folgender Weise anschaulicher dar- 
sllen läßt: 



a) 






Das vorstehende Ergebnis gestattet noch eine etwas allgemeinere 
uffassung, insofern es ja offenbar freisteht, unter den a, bzw. a^^ be- 
^bige f,Elementef' (§ 8, Kr. 1, S. 16) zu yerstehen (welche zwar Zahlen 
lin können, aber nicht zu sein brauchen). Die emfach unendliche Folge 
)r Qi wird alsdann zur ahMäUbaren Menge (§ 2ö, Nr. 8, S- 151), während 
Le gweifaeh unendliche der aj^^ (s. Schema (2)) als einb abgStXb<»e Menge 
m abBäKübcwen Mengen erscheint Bezeichnet man eine solche als »we^ 
ich äbMählbarf so läßt sieh d«s Resultat der vorstehenden Betrachtrng 
»Igendermaßen aussprechen: 

Jede gweifaeh ahäählhare Menge ist (schlecMkin) ah- 
gählhar. 

In Wahrheit erweist sich die früher nachgewiesene J^biählbaarfceit 
er raüondlen ZcMen (S. 151), bzw. ieepo^twen eehten Brüehe (S. 221) 
»diglioh als ein spezieller faXL dieses Ergebnisses. Setzt man nämlich 

^*>-.J^ und sodann fi-%l,B,--, v-0, 1^^, -*"', so nimmt 

a« Schema (2) die folgende ^^m .«a: , 
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enthalt also alle positiven rahonalen Zahlen und zwar jede noch unend- 
lich oft, nämlich außer jedem reduzierten Bruche — noch alle möglichen 

von der Form — Scbheßt man diese letzteren aus (wie in dem obifi^en 
«ig ^ ^ ° 

Schema durch EinMammem angedeutet ist), so bleibt diej'enige Menge 
zurQck, in welcher jede positive rationale Zahl emmal und nur einmal 
vorkommt Die auf S 151 gegebene Reihenanordnung der positiven 
rationalen Zahlen resultiert alsdann, wenn man die obige Doppelfolge 
nach Diagonalen anordnet; während die nach S 221 (41) vorgenommene 
Anordnung der positiven echten Brücbe zum Vorschein kommt, wenn 
man nach Zeilen ordnet und jedesmal unmittelbar vor der „Haupt- 
dtagondl&'^) (welche auch im ersten der beiden betrachteten Falle, abge- 
sehen von dem Anfangsghede — , aus lauter auszuscheidenden Glie- 
dern (— J-j) besteht) abbricht 

3. Zerlegt man j'ede der unendhch vielen einfachen Zahlenfolgen, die 
eine JDoppdfölge bilden, also z. B jede Zeüe des Schemas (2) wiederum 
m eine Doppelfolge, so entsteht eine dretfach unendUche Ziüilenfolge. Von 
emer solojien gelangt man m analoger Weise zu vierfach unencUi^en und 
so fortfahrend zu heliebig vielfach, etwa p-fach tmendUchen Zahlenfolgen. 
Das allgemeine Gthed einer solchen läßt sich m der Form: 

(7) 



n»*» 



anao^eiben, wo jeder der Indizes Vi, V|, • • •, v^ die unbegrenzte Beihe 
der Zahlen 0, 1, 2^ . • • zu durchlaufen hat und fQr Vi v, • • •*> aUe mög- 

, i) Daron^r verstphw -w^ bei dem aU^vipeuiaa go^xema (2) die Folge deic 
6^ued«r: 
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Uchen Verbindungen zu setzen sind, welche auf diese Weise gebildet 
werden können. 

Wie jede einfach unendliche Zahlenfolge (auf unendlich viele Arten) 
in eine p-fach unendliche umgeformt werden kann, so kann auch um- 
gekehrt jede p-fach unendliche (auf unendlich viele Arten) in eine ein- 
fach unendliche verwandelt werden, am einfachsten, wenn man analog 
verfährt, wie bei der Anordnung emer Doppelfolge nach f,Dtagonalen" 
Setzt man nämlich' 
(8) Vi+Vs+ . + i;^-tf, 

80 gibt es, wenn man a der Reihe nach die Werte 0, 1, 2, • beilegt, 
zu jedem <f immer nur eme bestimmte endliche Anzahl von Zahlenver- 
bindungen v^, v,, • , Vp, welche der Q-leiohung (8) genügen Faßt man 
alle auf G-rund der Gleichung (8) durch irgendeüie bestimmte Wahl 
von 6 charakterisierten Q-heder a^^,,^ ^ zu einer Gliedergruppe Ä„ zu- 
sammen, so enthält die aus den Q-hedergruppea Äq, A^, A^, zusam- 
mengesetzte, einfach unendliche Zahlenfolge jedes Glied der p-fach un- 
endlichen emmal und nur eimn&L Jedem Gliede a„ ^ . . « kommt also 
in dieser einfach unendlichen Zahlenfolge ein bestimmter Plaie bzw. 
Stellemeiger zu, wenn man noch die Anordnung der GLeder innerhalb 
jeder Gruppe durch eme passende Yorschrifb festsetzt. 

Laßt man wieder an die Stelle der Zählen a^^ ^^ . ^ beliebige Ele- 
mente treten und bezeichnet die betreffende Menge nach Analogie der 
oben für den Fall jp — < 2 bereits eingef&hxten Ausdruoksweise als eine 
p-fach dbgiüühare, so ergibt sich: 

Jede p-fach at zählbare Menge ist (schlech&m) ah- 
0ählhar 

§ 4:0. Grenzwerte konvergenter und eigentllcli divergenter 
Doppelfolgen. — Monotone Doppelfolgen. 

1. Wir sagen, die JDoppdfdlge 



(1) 



oder kürzer: ^ie äonap^Q^e (4^!*^Q 41» ^ji"^ hlmef^igf.re^ZMm^TQT- 
stellen, besitze den encUiehe» Qremtewert A für dki(^u^tkManA ^äbhänüia 



< <' • 


.„;>., . 


».<" W" • 


.«;«•■•■ 


»r <\- 
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voneinander ins Unendlidhe waohsende /& und v, oder kürzer: sie besitze 
fOr /i — > oo, v — ► oo den Doppellimes Ä, in Zeichen; 

(2) lim.aj^'^-^Äf 

wenn eine bestmimte Zalil A von der Besohaffenheit existiert, daß bei 
beliebig (klein) Torgesohriebenem c>0 nnd passender Walxl zweier 
natürlicher Zahlen n^, m, die Beziehnng besteht^): 

(2a) \af-A\^B für: /t^ni, v ^ w». 

Diese Bedingung läßt sich ohne Beschrankong der Allgemeinheit auch 
durch folgende ersetzen: 

(2b) \o'f--^\'^^ für: M^« 

Denn die letztere ist einerseits als spezieller Fall in (2 a) enthalten, n&m- 
lich wenn Mi — m,; ist dagegen n^^n^^ so laßt sich (2a) m (2b) über- 
führen, indem man die Jdemere der beiden Zahlen m^, n, durch die größere 
ersetzt und diese mit n bezeichnet. 

Man erkennt analog, wie im Falle der Grenzwertexistenz für eine 
emfache Zahlenfolge"), daß es, wenn überhaupt, immer nur eine einexge 
Zahl A Tou der obigen Beschaffenheit gibt 

Wir st^n femer, der Dt^pipelUmes der Folge W ) sei + c» bzw. 
— oo, m Zeichen: 

(3) lim a^^ — + oo bzw. — — oo , 

wenn zu jedem (beliebig großen) ^ > zwei natürüohe Zahlen n^, n^ 
existieren, derart, daß: 

(8a) a^"^ > A bzw. < — A für; /*^ni, v^«,. 

Dabei steht es wiederum frei, diese Beding^gen auch durch die fol- 
genden zu ersetzen: 

(3b) »^'^>-4 bzw. <-A für: M^*. 

1) Bb sei anadxfloklioh duranf hingewieBon, daß die Bedingong fOr die 
EziBtenz einsB endlichen Doppellimef fteinerln Foideiung in besag auf diejenigen 
Glieder enthalt, bei denen mmdesteiui einer der beiden Stellenzeiger ft-<tH ^*^^ 
y < »4 , d. h. in bezüg anf die Glieder einer beliebigen enäUdhen Ansahl yon 2MZen 
und ExAoftwtien Dieselben brauchen ixubesondeie nicht einmal numeriioh unter 
einer endlichen Sohianke su bleiben, wai nur fOr dicgenigen Gbedex »Ib noUBtndig 
Bioh ergibt, bei denen heue Indizes gewiBBe Zahlen flberachreiten. Man kann hier- 
nach einer Doppelfolge .mit dem Doppellunes J. eine beliebige «ntZItoA« Anzahl ganz 
irillküzlich, z. JB eigentlich divergenter Zefl.en und Kolonnen hinsufflgen, ohne daft 
die EziBtenz jencB DoppellimcB A irgendwelche Inderung erleidet, 

t) S. ft 26. Nr. 1 rS Iftl^. 
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Die durch die Gleichungen (2) und (3) charakterisierten Möglich- 
keiten fassen wir (analog wie bei einfachen Zahlenfolgen — s. § 26, 
Nr. 4 am Schiasse, S. 165) nach Bedarf durch die Aussage zusammen, 
daß lim aji'\ also der DoppeRimes der Folge (a}"^) im weiteren Sinne 

existiere. 

2. Analog wie für einfache Zahlenfolgen (s. § 28, Nr. 1, S 167) gilt 
der folgende Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fwr die 
Easisteng eines endlichen lim aj'^ lesteht in der Konvergene 

der Doppelfolge W*^^). Die letgtere heißt konvergent, wenn sie 
heu jedem * > einer der folgenden in ihrer Tragweite im wesent- 
lichen^) gleichwertigen Bedingungen genügt*) • 



(»-0,1,2,... 
<r - 0, 1, 2, . • . 
P-0,1,2,... 
tf-0,1,2,. .. 

Beweis. Da die Bedingung (ü) durch Spezialisierung aus (ni) her- 
vorgeht (nämlich, indem man /i — v setzt) und eine weitere Spezialisie- 
rung die Bedingung (II) in (I) überführt (indem man zunäoht v^n setzt 
und sodann fi, v statt n •{-(}, n + tf schreibt), so genügt es offenbar nach- 
zuweisen, daß die formal die stärkste Forderung enthaltende Bedingung (HI) 
eine notwendige, die am wenigsten yerlangende Bedingung (I) schon eine 
hinreichende für die Existenz eines endlichen DoppeUimes ist. 

Angenommen, es sei in der Tat lim a^**^ eine bestimmte Zahl A, so 

läßt sich zu beliebigem « > nach üngl. (2a) n^, n^ so lÜxieren, daß: 



(I) 


<>-«r i 


[c 


für: 


V 


.^n 


(II) 


a<;V'-a,'" 


^* 


für: 




v^n 


(Ul) 


«;;r-»r 


^« 


für: 


■ 


(i^n^ 



«i'^-'-^I^T fttr: ^^»1, v^n, 



1) D. h. abgeiehexL davon, dafl die in allen drei üngleiohtingen mit a beeeloh- 
nete Zahl iwar dieselbe bleibt, wenn man die Formeln (!) nnd (II) dnroh Bpedali- 
liernng am (III) herleitet (•, den im Text gegebenen Beweis), dagegen in (DI) durch 
St ea eraeteen iit, wenn loan von Ungl. (I) oder (IQ ssn (IH) gelangt, YgL im 
ttbrigen die analogen Befaraohtangm, die sich anf die Eonvergenz einfuh nnend- 
lichor Zahloifolgen besiebeivt § 8S, Nx. 1 (S. 186, 186). 

S) ,^iß die Vcmn^diMOi B^dingnog^ T^xcoittelbaar «e^, gilt an^ hier eine 
analqge Bemexknng, wie die in Faltnote 1 der vorigen Seite g^aohte, , 
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und daher auch: 

^^n,, <>-. 0,1,2, • 



«('+") -^1^4- für: 1''^**»' 



tf - 0, 1, 2, . , 



sodaß durch Kombination dieser beiden Ungleichungen unmittelbar 
die Bedingung (IH) als eine notwendige för die Existenz eines end- 
lichen hm aj-*^ resultiert 






Wird andererseits das Beatehen der Bedingung (I) vorausgesetzt, so 
muß zu jedem £ > sich zunächst m so fixieren lassen, daß: 

und man hat daher speziell für ft »> i/ * 

(5) laM-a^«)!^^ für: v^m. 

Diese letzte Ungleichung besagt aber, daß die einfache Zahlenfolge 
(a^^^\ *) konvergent ist, also einen hestmmien Orenjswert besitzt, etwa: 

(6) lim a^'^ - A, 
Infolgedessen läßt sich n'^m bo auswählen, daß. 

(7) \a^'^-Ä\^-^ für: v^w. 
Alsdann ergibt sich aber: 

a « -Ä- (a « - ai«) + («i»' - a <•') + (a.<"> - A) 



also: 

d. h. sohließhch mit Benützung von Ungl (4), (5), (7): 






K^-^\£^ für: ^l^n 



/« 



und somit nach Definition (2 b): 

(8) lim aj"^ - A (d. h. - hm a^") , 

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist — 



1) Dieselbe besteht offenbar ans den Ghedem dei JBavptdiagonaU des Doppel- 
folffenschemas {1^ 
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Sind hiernach 1conv&-gente Doppelfolgen identisch mit denjenigen, für 
die em endlicfier Doppellimes existiert^), so sollen andererseits, wiederum 
entsprechend einer analogen Festsetzung für einfache Folgen (s S 164), 
Doppelfolgen mit (positiv oder negativ) tmmdlichem Doppellimes als 
eigenütch divergent bezeichnet werden 

3 Eine Doppelfolge (aj^^''j heißt monoton und zwar niemals ab- bzw nte- 

mals gunehmend, wenn dureJiweg (d h für ^ -=> 0, 1, 2, • ■, ^ l =- 0, 1, 2, • ) : 



V] tf 



(9) ^H-V-^^^äo bzw. «j;v'-»«^o 

Ist eine dieser Bedingungen nur von einer lestimmien „Stella' ab, d. h 

etwa für (i^n^, v ^ «s (dagegen ^ l=- 0, 1, 2, ) erfüllt, so soll die 

Doppelfolge als schließlich ononoton bezeichnet werden. Für solche Doppel- 
folgen gilt der Satz: 

Eme scJüech&iin oder sciüießhdi monotone Doppelfolge (a^''^) 
ist entweder konvergent oder eigenthcTi divergent. Für das 
JEtntreten des erstgenannten Falles ist notwendig und hinreichend, 
daß die | a^J''' | schheßlich, d. h etwa fw m- ^ w^, v ^ «j, tmter 
einer posthven Zahl a bleiben. 

Beweis Es sei die betreffende Doppelfolge zum mindesten für 
/tt ^ Wj, V ^ nj monoton und zwar etwa niemals ahnehmend, sodaß also: 

(9») «/;?' - %"■' ^ für: ^ ^ «„ » ä »., M - 0, 1, 2, . . . 

Sei dann zunächst j a ^*^ 1 < g etwa in demselben Umfange. Daß eine 
derartige Bedingung für Konvergenz notwendig erscheint, steht bereits 
fest (vgl. § 26, S. 164, Fußn. 1). Daß sie auch hinreichend ist, erkennt man 
folgendermaßen. Aus der Voraussetzung (9 a) ergibt sich speziell für 

außerdem hat man: 

l-(-) 



<a 



für V ^ w' (wo n' die größere der beiden 
Zahlen n^^ n^ bedeutet) 



} -0,1,2, 



1) DarMs folgt wiederan», dafi bei einer TsomergenUn Doppelfolge die 1 a^"^ 1 
nur nntex einer endlichen S(dir»nke va. bleibeti brauehen, flofecut "beiät Indizes f», v 

cpAKTiHflA 7Ah1ftTi fihAi<iinlM'AJton ' It 
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Die einfache und für v ^ n' monotone Zahlenfolge (aj^^) ist also 
Jeonverg&tt^), sodaß man setzen kann: 

(10) lim a^"^ - Ä. 

»-►•0 

Man hat sodann für jedes v > n': 

(11) »Z"^^, 

andererseits zu beliebig kleinem f > bei passender Wahl ron ti ^ n' : 

(12) a«>^-.. 

Ist jetzt ft > M, v > n, so folgt aus der Voranssetzung (9): 

also mit Berücksichtigung von Ungl. (11) und (12): 

und; da es freisteht, 8 unbegrenzt zu verkleinern, schließlich: 

(13) hmaj'^-^. 

Bleiben die 1 a^^ 1 für /» ^ ^i; ^ ^ ^ nicht unter einer endlichen 
Schranke, so müssen, wenn die Doppelfolge wieder für ft^Mi, ^^^ 
eine memcäs abnehmende ist, für hinlänglich große fi und v nicht nur 
die I a^^ L sondern die a^^ selbst jede noch so große positive Zahl über^ 
steigen, sodaß sich ergibt: 

(14) lima^"- + oo. 

Für eine schließlich niemals Munehmende Doppelfolge (aj^*^) findet 
man die analogen Besultate, indem man von der Bemerkung Qebrauoh 
macht, daß in diesem Falle die Doppelfolge (— a^\ eine schließlich nie-* 
mals äbn^vmende ist. Infolgedessen ergibt sich zunächst: 

(16) L'n^(-aW)-^«) bzw. lim (- a '">)- + oo , , 

a ^ ' schließlich unter einer endlichen Schranke bleiben 
oder nichl^ und daher entsprechend: 

(16) Umaj''^i--^ bzw. Hma^^-oo. 

1) S. f M, Kr. 6 (8. 190). 

S) Dabei kann A einn nnifflvA nAm- iiA(ra.Kv> 7B.1t1 ■•U 
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Zusatz. Ißt (a^''^) eine behebige Doppelfolge, für welche hma^"^ 

ixa weiteren Sinne exisHeri, so hat man allemal: lim a^'^ » lim a^*\ da 

es ja unter der gemachten Yoraussetzmig freisteht, speziell jit »- v zu 
setzen Dagegen gestattet umgekehrt die bloße Existenz von lim a^*^ noch 

keinen Schluß auf diejenige von Lm a ^"l Ist dagegen die Doppelfolge 



f>y- 



eine schließlich monotone, so ist, wie eben bewiesen, hma^*' stets im 

weiteren Sinne vorhanden und somit endlich oder unendlich je nach der 
Beschaffenheit von lim a^^. Man kann daher dem oben bewiesenen Satze 

über monotone Doppelfolgen auch die folgende Fassung geben: 

JEtne mtm mindesten schließlich monotone DoppdfoHge (a^"^) 
tst stets konvergent oder eigentlich divergent und ewar das 
eme oder das andere, je nachdem lim a^'*^ endhch oder unend- 
lich ausfäUt. *'•*"' 



§ 4L. Ble HanptUndtes einer BoppelfolgO (unterer nnd oberer 
Doppellimes). — TJneigentllcli divergente Doppelfolgen. 

1. Wenn man die ersten m Zeilen und die ersten n Kolonnen der 
Doppelfolge (a^*^) (wo ^ — 0, 1, 2, • • ; v - 0, 1, 2, • • ■) wegläßt, so resul- 
tiert die Doppelfolge: 

flW flW ...flW 

« m+l iH+(f 

^(«+1) -(« + 1). .. ^('• + 1)... . 
m **»ii+l m+^ • 

*« <*m+l ^m+e 
; 

welche wir mit (a^"^)* begeichnoi wollen. Bei Feithaltung dieser Schreib- 
weiB« würde also der nmprflngliehen, mit dem G^liede a^^^ beginnenden 
Doppelfolge (a^"^) die anifiUirliehere Bezeichnung (aj^'^Q zukommen. 

Die Gliedei der Doppeileigjif(«^'')j^, die man ja auch als ain/iwjÄ^ 
Folge ordnen könnte, be»JI«Mi nach § ®6, Nr. 1^8 (8.209^212) eine 
gewisse untere QreMC g^mt^ine gewiase Q^m QHk»% 0^1 |n dim 
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Sinne, daß gl^\ 6?^("^ entweder bestimmte ZaJilrt} voratellen oder aucli 
^J"^ die Bedeutung von — oo, G^^^ diejenige von + OJ haben kann.*) 

Werden von der Doppolfolge (c!^^)l^ fioch weitere Anfangszeilen bzw. 
-kolonnen weggelassen, mit anderen Worten, geht man von (a**V zu 
(^/!'^^)ffl+fl ^^^ (wobei eine der Zahlen g, <t auch — sein könnte), so 
kann die untere Grenze in keinem Falle noch tiefer »inkou, also niemals 
übnehmenif entsprechend die dbcro Grenze niemals mnelimmf aodaß also 
stets: 
/i \ «("+")-> /,(") a (»+'0 <- a t»J /** — 0, 1, 2, • • .\ 

sofern mau im Falle «7^"^ — — 00 bzw. öj"* — + 00 einer Ungl«ichung 
von der Form^): 

die Bedeutung beilegt: ^J"^y^ ist nicht negativ-unendlich, bzw. Oj^'^"^ 

ist nicht positiv-unendlich (also nach Lage der Sache g^*^"^ bzw. (?<»+•'> 
eine bestimmte Zahl). * * "* ^ 

Macht man die Einschränkung, daß alle la^*"'! unter einer po- 
sitiven Zahl A bleiben, so hat man offenbar für jede Wahl von m 
und w: gj^^-^-A, G-^^^^Ä, also beide endlich. lit die fragliche Be- 
dingung, wie wir jetfit ausdriicklich annehmen woMön, zum mindesten für 
ft'k<v^m' erfttUt, so besteht för ^.J'^ ö?,;,"^ die entsprechende Folge- 
rung, sobald m ^ »»', n ^ m'. Alsdann sind aber: 

zwei unbegrenzt fortsetzbare, aus bestimmten Zahlen bestehende Folgen, 
deren erste eine niemals aibnehmende, deren zweite eine nimnala Mun^mmuh 
ist und die somit, da überdies ihre Glieder numerisch unterhalb A bleiben, 
Jconvergieren. Man kann daher setzen: 

W lim gi*^^l, limÖtW-X, 
'"*■•* *"^* 

1) Die untm und obere Orerue einer Zahlenfolg«, d. h. einer gtorämtm ab- 
nämarM ZahlenmoDge aiad, wie a» der i)eS»Itioir dleMr B«grlA bMVM^t, 
ofitebar v©n der Anordnung der betar^Ftod«n Zahlen imabhängig und komxaen alia 
Bohli^efllic^ ä«r beixeffenden abKftblbaren Zahlenmsnge alf loloher so. 
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WO l, L hesümmte Zählen Yorstellen und, wegen g^^^ ^ G^'^ stets* 

(4) l^L 

ist. Wir bezeiclinen diese beiden (unter Umstanden in eine einzige zu- 
sammenfallenden) Zahlen als die beiden ffaupüimites der Doppelfolge 
(a|'^), msbesondere l als den imteten, L als den oberen Doppellimes a^ 
(sc für fi — ->■ CX5, V — > o6) und bedienen uns der Schreibweise: 



(5) 



lim a 



(") 






Da übrigens nach Ungl (1) auch die beiden Dqppelfolgcn (gj^Yin" (^/f^)"!' 
monoton smd, so hat man nach dem Satze von Nr 3 des vorigen Para- 
graphen (Gl (10) und (13), S. 258): 

(6) hmgl'^^\imgj'\ lim G^ <"^ = lim G^J^ 

und raan konnte daher l bzw. L auch definieren als den Doppellimes der 
Doppelfblge [g^^^) bzw. ((?^"^) 

2 Wir zeigen, daß die soeben eingeführten Saujptlimttes emei Doppel- 
folge zu deren Gliedern a |'^ (von welchen vorausgesetzt wurde, daß sie 
zum mindesten für (i^m'f v^m' numerisch unter emer endhchen posi- 
tiven Zahl bleiben) in analogen Beziehungen stehen, wie die Hauptlimites 
einer einfachen Zahlenfolge zu den Gliedern dieser letzteren (s. § 36, S 313),. 
nämlich: 

1) Jedem leliebig Uein vorgeschriebenen « > laßt sich eine 
naturliche Zahl m so isuordnevhy daß dwrchweg: 

(7) l—8<a^^<L + s, wenn: ^\^m, 

mit anderen Worten, alle Glieder der Doppelfolge («^i''')«» a^ö 
derjenigen, toelche nach Weglassimg der ersten m Zeilen und 
m Kolonnen der Folge («,[''^)J übrig bleibt, liegen innerJialb des 
ZaJüenintervaJls (l — s, L-^b). 

2) Zu jedem beliebig kleinen e>0 und bßhebig großen n 

existieren (unendlich viele) Zählenpaare \ ^ n, baw [ ^ **» 
sodaß: " J * ^ 

(8) i^s<a^'^<l-fß, L^s^ta^'^^Kli'i 
Insbesondere extsti^en daher m jeder beständig gibnekmendm Folge 
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positiver Zahlen e^ mit dem Orengwerte monoton ins Unendliche 
wachsende Folgen natiirlicher Zählen m^ und n,, hMu\ r, und s^, 
derart, daß: 

(9) 2-,^<a,J;;'^<Z + *., L-i^<ai'f<L + e, (v-0, 1, 2, ...). 

Be-weis zu 1). Auf Grund der für l und L geltenden Beflnitions- 
gleiohungen (3) muß sich zu jedem « > ein m bo fixieren lassen, daß: 

(10) 2_c<^^'»)<i4.5, L-^iKG^'^KL + e. 

Andererseits hat man infolge der Bedeutung von g^^ bzw. G^'^ als untere 
bzw obere Grenze der Doppelfolge (<*,I*')^J 

(11) ?r^<'^ff,r' fi"! l]^«>- 

Somit ergibt sich, -wie in (7) behauptet: 

Z-ö<aj*'^<L + tf für: ^\>m. 
f V \ 

Beweis zu 2). Zu jedem a > läßt sioh wiederum auf Grund der 
Definitionsgleichung (3) ein W so fixieren, daß fOr jedes n ^ m' : 

(12) j-Tä?.'"'^'+;' i-v^oräi+v 

Anaererseits muß es infolge der Bedeutung tou g^^ bzw. öj*', wie groß 
aucb n angenommen werden möge, minäesiem mn Glied a^j"' bBw. a^"^ 

^^' [ k ♦»; [ i^ ♦*, geben, derart, daß: 

^r ^ <• < *<•' + T' ö<" - -j- < »;> ^ (?r, 

also: 

(18) i/r-T<<^<^i"^ + T» <?i"'--T<»r<öi"^+r 
Durch Kombination der Ungleichungen (12), (18) ergibt siob daher: 
(U) Z-*<a;'^<? + £, X-«<a^«'^<Ii + fi 

für mindestens eb Wertepaar ^ } ^ n, bzw. ** 1 ^ n, wie ^ro/8 auch n an- 
genommen werden möge*), also genau im Sinne deüP Behauptung (8). 

1) In Wahrheit gibt ei dann nnendUoh ttele lolcfae Wettepaa» 0», v) \anr, 
(?, ff), da ei ja andemfalls ein M»fw geben mflflte, lodaA ei »loht mehr frdiMtnde. 
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Bedeutet jetzt (s^) eine monotone Folge positiver Zahlen mit dem 
frenzwerte lim e^ —> 0, so sei zunächst a ^""^ irgendein bestimmtes , auf 

[rund der ersten tJngleiohung (14) sicher vorhandenes Glied der Doppel- 
}lge, welches der Bedingung genügt: 

° angenommen, so ergibt sich 
Wo 
iederum aus der ersten Ungleichung (14) die Existenz eines Wertepaares 

^f^JPo» *lso: ^ ^ von der Beschaffenheit, daß: 



Wi >no, 

arauB folgt in analoger Weise: 

2-«.<<"^<J + .., wo: 121';^ 

i n, > »»1 , 

id bei Foitsetzung dieses Schluß Verfahrens allgemein: 

2-«.<<''<' + '« wo: l"*'^"*'-' ("-1,2,3, .)• 

l »V > »y_l 

anz analog ergibt sich dann aus der zweiten der Ungleichungen (14): 

— fi,<a^"'^<i + e,, wo: v^O und: {'"''^^•'-i füi v-, 1,2,3,-. . 

amit ist dann auch die Behauptung (9) vollständig bewiesen. 

8. Wir lassen jetzt die Beschränkung fallen, daß die |a„^'M fOr 

l ^ m' unter einer endlichen Schranke bleiben sollen. Dabei werde zu- 

bchst angenommen, daß zu jedem beliebig großen Ä>0 Glieder aj^*^ > Ä 

rhwaden sind, bei denen l ^ n, ^e groß auch n angenommen werden 

v] 

Sge. Alsdann ist oflSenbar 4- ^o die oima Gre^zö der a^*^ und zwar 
ch nach Weglassung beliebig vid«^ Zeilen und Kolonnen, sodaß also 
die Stelle der in (2) mit 
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auch der a. a 0. mit L bezeichnete Limes dieser Folge durch -f oo zu 
ersetzen ist, d h. man hat in diesem Falle: 

(16) bm a^'^ - lim (?J'' - + c» . 

Enthalt dann die Doppelfolge für 1 ^ n nw solche a,J'\ die oberhalb 

einer gewissen (negativen) Zahl bleiben, außerdem, wie groß auch n an- 
genommen werden möge, stets auch solche aj'"\ die numerisch unter einer 
gewissen endlichen Schranke bleiben, so erleidet das in Nr. 1 dieses Para- 
graphen bezüglich der unteren Grenzen ^^('^ und des unteren Doppellinies 
gesagte offenbar keme Änderung, und es ergibt sich demnach, wie früher: 

Irni fl^^"^ - lim g^'^ - l (d. h. endlich). 

Im übrigen treten in dem vorliegenden Falle an die Stelle der in N'r. 2 
gemachten Aussagen die folgenden: 
Ist: 

IJm a^"^ - l, Hm a f^ - + oo , 

SO hesitten die Qheder der JDoppelfolge (a^J'') die folgenden Eigen- 
schaften: 

1) Jedem « > laßt sich ein m so Muordnenf daß durchweg: 

(7a) Z--6<aj''^< + 00, wenn: ["^m. 

2) Zu jedeni beliebig Meinen t > 0, beliebig großen Ä>0 
und beliebig großen n existieren (unendlich viele) Zahlenpaare 



I ^ f» bm. [ i^ w, sodaß: 



(8a) i^B<al'^<l + 8, a^''^>Ä. 

Insbesondere existieren isu jeder positioen wenden g^m ftoii- 
vergierenden Folge (« J und' tiu jeder monoton nach + oo divergie- 
renden Folge (j.^) monoton ins ünendUdhe wachsende Folgen 
naMrUcher Zahien m^, n^ b/tto, r^, «„, derart daß: 

(9a) ?-*,<<'^<? + «„ <'''>^ (t;-0,l,2,...). 

Die vorstehenden Aussagen, soweit sie sich auf den wiieren Doppel- 
limes I beziehen, bedürfen keiner näheren Begründung mehr. Dai gleiche 
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lunes bezüglichen Teil von Ungl (7 a), da dieser ja lediglich etwas in 
jedem Falle selbstrerstandliches aussagt. Im übrigen bemerke man, daß 
die Voraussetzung lim a ^'^ -= + 00, d. h. lim ö/'^ =- + 00 die Beziehung 

ö ^"^ =" + c» für jedes endhche v involviert, da ja in jedem Falle die 
Folge der Q^^^ (v — 0, 1, 2, • • •) eine niemals eunehmencle ist Hieraus 
resultiert aber ohne weiteres die Richtigkeit der m der zweiten Unglei- 
chung (8a) enthaltenen Aussage. Der Übergang von Ungleichung (Sa) 
zu der entsprechenden in (9 a) kann dann (abgesehen von dei als selbst- 
verstkndhch sich ergebenden Abänderung) in ganz analoger Weise voll- 
zogen werden, wie derjemge von Ungleichung (8) zu Ungleichung (9). 

Auch bietet es nicht die germgste Schwierigkeit, das obige Besultat * 
in entsprechend modifizierter Form auf die Fälle: 

(16) lima^"^ — — 00, iimaj''^ — Z (d. h. endlich) 

und: 

(17) hm »i'' - - 00 , lim a^'' — + cx> 

zu übertragen. 

4 Es bleibt noch die Möglichkeit in Betracht zu ziehen, daß der 
tmtere und obere Doppellimes zusammenfallen. Ist zunächst: 

(18) hm a l"' - Hin aj"^ - ^ (d h. endlieh) , 

so geht die Beziehung (7) (S. 261) in die folgende aber: 

Ä-s<a^'^<Ä + 8, d.h. |aW-J.|<fi, fttr: ^]^m, 

welche im wesentlichen mit der Ungleichung (2 b) des vorigen "Pavst- 
graphen (S. 264) übereinstimmt und aussagt, daß Ä der JDoppeUimes der 
Folge (a^*'^) und daß diese letztere daher "konvergent ist. Man hat also in 
diesem FaUe — mit Benützung einer früher^) eingeführten Schreibweise: 

(19) Wa^«'^-Si:a<*\ 

Umgekehrt mUssön oP^nbor t«n^er und oberer Doppellinie^ zubim;^- 
menfallen, wenn die Doppelfölge la^*^) konvergieren boU; da in diesem 
FaUe die Existenz jnvMef^ Bezddbung^a voot der iE^ova» (8) ' mit verS<3tie- 
denem l und L (S. 261)^«iiflge8«äi]«B8eEfr is^ 'r, .^ - > > 



1) S. § 86, Nr. 8 (S 818, GL (27), (28)) 
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Es kann aber auch der Fall eintreten: 

(20) limaj''^- + oo. 

Denn, wenn auch gj^^^ für jedes einzelne v einen bestimmten Wert besitzt 
(abgesehen von dem Falle gj^^^ — — oo, etwa für v — 0, 1, ■ • •, n)*), so kann 
doch die niemals cibnehmendeFolged.exgJ'^^naob. + oo divergieren. "Da stets: 

(21) üa^'^lSa,"' (wegen: ?,'"<; ö«), 

80 folgt, daß in diesem Falle auch: 

(22) iim aj"^ - + <» 

sein muß. Da im übrigen die Beziehung (20) (d. h. lim gjf^ — + (^) 

offenbar erfordert, daß alle a^^ für hinlänglich große /«, v jede noch so 
große positive Zahl übersteigen, so hat man auch: 
(28) lim a ^"^- + 00, 

sodaß also wiederum die Beziehung (19) in dem Sinne besteht, daß alle 
darin auftretenden Limites die Bedeutung von + °^ baben (wenn, auch 
nicht mehr im Sinne einer wirklichen Ql^dhheit, wie sie ja nur zwischen 
endlichen Zahlen bestehen kann). Die Doppelfolge (aj^'] divergieri dann 
eigentlich, nämlich nach + 00 . 

Das entsprechende ergibt sich sodann im Falle Hm^aJ^^ •- — 00, 

welcher stets die Beziehungen lim aj"^ ■- ~- 00 und lim a ^''^ «" — 00 nach 
sich zieht. "•"*- '''*-^- 

Die Iconvergenten und eigenüidh divergenten Doppelfolgeu sind somit 
charakterisiert durch das Zusammenfallen der beiden Hauptlimitei,' also 
durch die Beziehung; 

(24) limaj''^-fii"aj^\ 

Demgegenüber sollen alle Doppelfolgen {o>^'')i bei denen die beiden Haupt- 
limites verschiedm ausfallen, in welchem Falle dann stets 

(25) ^a^^<^a^^ 

li&in muß, als uneigentlich divergente bezeföhnet werden.^ 



1) Bi konnte sogar ^J") — ,- 00 leia {iixjeätt.it. Pieit MOgllohkeit leheidet j«dooh 
in dem Torllegenden Ztuanunenhange aiii» da s|a in dieieu Fallet Ht*/t<'').-^ «<>«.■ 

f) Ygl die Analogie mit den einfboh nnendllohen Zahlenfolgen f 86, Nr. 4 j 



Rfllilnaa« fR eons 
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5 um den Torstehenden Ergebnissen noch eine andere, besonders 
auschanliche Form zu geben, wollen wir die folgende Ausdrncksweise 
einführen Wir bezeichnen eine aus der Doppelfolge (a^'j herausgehobene 
einfache Folge 

«-') (- = 0,1,2, ) 

als wesentliche^) Teüfolge, wenn die Indizes m^, n^ beide mit v ins Unend- 
hche wachsen, und speziell als reguläre Teilfolgen, weon dieselben monoton 
zunehmen.^ Alsdann ergibt sich: 

Ist hm a ["^ "■ If hm aj"^ — L, so existieren Jconvergente regu' 

Idre Teilfolgen wit den Orenjtwerten l und L (s. die Unglei- 
chungen (9), S 262), wnd es gibt "keine reguläre Teilfolge^ weiche 
einen Meineren örenewert als l oder einen größeren cds L hat 
(s Ungleichung (7)) 



1) „ WesenÜicih", weil anf Qiund der Ergebnisse dieses und des vorigen Para- 
graphen (vgl insbesondere 8 264, Fofin 1) nur die so bezeichnete Art von Teil- 
'olgen für den Eonvergenzoharakter der Dopptiiolge wesentlich erscheint 

2) Das einfachste Beispiel einer reguUlren Teilfolge, nämlioh 0^^^)^ liefert 
iie JScniptdiagonale der Doppelfolge (s das Schema (2), S 248) Andere einfache 
3»«pi.le .«d: (.«,), W'*')), (»i;"), (»/;>,), «'+»)), (aM). Ktf) urf 
ifan kann den Verlauf beliebiger Teilfolgen innerhalb des obigen Doppelreihen- 
chemas sehr übersichtlich geometrisch charakterisieren, wenn man die a^^ als Be- 
.eichnungen der einzelnen Punkte eines ganz nach Art des Schemas (2) angeord- 
leten guadrattsoTten Funktgitters ansieht D. h. man denke sich von einem be- 
lebigen Punkte aus zunächst horizontal nach rechts und vertikal nach unten je 
me unbegrenzte (Gerade und zu diesen beiden „Achsen" weiter nach unten b2w. 
laoh rechts unbegrenzt viele äquidistante Parallelen gezogen. Demjenigen „Cktter- 
ntnktef', in welchem sich die v** Parallele zur horizontalen und die fi** zur verti- 
alen Achse schneiden, entspricht dann die Bezeichnung aj**^ 0*^1« ^ '^ ^)t 
peziell a^^^ dem Anfangspunkte, a^^ bzw. a^^^ den Qitterpunkten auf der hori- 
ontalen bzw. vertikalen Achse. Terbindet man sodann die irgendeiner Teilfolge 
otsprechenden Gitterpunkte durch eine möglichst einfach und zweckmäßig aas- 
e wählte Linie, so kann diese all geomtirisehea OharakterieHkum der betreffenden 
"eilfolge gelten Hiemach könnte man dann die Folgen (^y^^O, (o/"*^^^) al> ^ox 
Tauptdiagonale paraUeJe bezeichnen, da die ihren Gliedern zugeordneten Gitter- 
unkte offenbar anf einer durch den Paukt a^ bzw. a^'^ gehenden Parallele zur 
[auptdiagonale liegen; analog die Folgen (oj^t^J, (^rV^^^)* deren zugeordnete 
^ltte^pnnkte auf emer durch die Punkte a^**' upd a^l^htyr.ß^^ und a^^'"*"'^ be- 

lammten Geraden liegen, als geradlinige, die Folgen (f*pV^)i (oji*^ >^^* para- 
ol%ache usf 
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J5^ hm a^'^ = Z, "um aj'^ = + oo; so existieren reguläre Tetl- 

folgen mit den Qrengwerten l und + oo (Ungleichung (9 a), S 264), 
und Jce%ne solche mit einem Grenzuerte Meiner als l (s. Unglei- 
chung (7 a)) 

Analoges ergibt sich, falls hm aj*' =- — oo, hm a ; =- L bzw. + oo- 
Ferner folgt für den Fall hm a^"^ = hm aj*"^ (endhch oder unendhoh): 

Ist die Doppelfolge "konvergent oder eigentlich divergent^ 
so gut das entsprechende von ^eder wesentlichen^ insbesondere 
von jeder regulären Teilfolge (s. § 40, Ungleichung (2b), (3b)). 

Es gilt aber auch umgekehrt folgendes: 

Mne Doppelfolge 'ist "konvergent hziv eigentlich diver- 
gent, wenn jede reguläre Teilfolge die entsprechende JEigenschaß 
iesitüt 

Wenn namhch die regulären Teilfolgen konvergieren, so kann 
nach dem unmittelbar vorangehenden Satze die Doppelfolge keinesfalls 
eigentlich divergieren Sie kann aber auch nicht uneigenthch divergieren, 
also nicht gwei verschiedene Haupthmites besitzen. Denn wäre dies der 
Fall, so könnte man nach den zuvor ausgesprocheneia Sätzen aus der 
Doppelfolge zwei reguläre Teilfolgen herausheben, sodaß jede derselben 
einen anderen der beiden verschiedenen Hauptlimites zum Grenzwert hat. 
Aus diesen beiden ließe sich dann aber durch Vereinigung passend aus- 
gewählter Gheder eine wiederum reguläre Teilfolge mit jenen beiden ver- 
schiedenen Hauptlimites, also eine uneigenthch divergente bilden, was der 
Yoraussetzung widerspncht Die Doppelfolge muß daher tatsächlich 
konvergieren 

In ganz analoger Weise erkennt man die eigentliche Divergen/s der 
Doppelfolge, falls alle regulären Teilfolgen eigentlich divergieren. 

Als Zusatz zu dem zuletzt ausgesprochenen Satze ergibt sich un- 
mittelbar noch folgendes: 

Wenn alle regulären Teilfolgen ««er Doppdfolge konvergieren^ 
80 hesitgen sie durchweg densdbm Grenawert. 

Wenn eine reguläre Teilfolge verschiedene HauptUmites oder 
0wei reguläre TeüfcHgen verschiedene Limites hesitgen, so ist die 
Doppdfolge uneigentlioh divergent 
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42 Die einfachen und iterierten Zeilen- und Kolonneulimites. — 

Gleichmäßige Konvergenz^ DiTOrgenz^ 
Beschränktheit und TJnheschränktheit der Zeilen und Kolonnen. 

1 Im Q-egensatz zu den wesenüidim, insbesondere den regulären 
'eilfolgen einer Doppelfolge, deren jede einzelne f(ir den Konvergenz- 
harakter^) der DoppelMge m gewissem Umfange als maßgebend erkannt 
^urde, ist das Yerbalten solcher Teilfolgen, bei welchen der eine Index 
nter emer endhchen Schranke bleibt und nur der andere ins Unendliche 
rächst, deren Glieder also nur emer endhchen Anzahl von Zeilen oder 
Kolonnen angehören, m dieser Hmsioht ohne jeden bestimmenden Ein- 
uß, da ja das gleiche sogai von der Gesamtheit der einer endlichen An- 
ahl yon Zeilen oder Kolonnen angehörenden Gkeder gilt (vgl. S. 254:, 
^ußn. 1) Dagegen hegt doch Idar auf der Hand, daß die unbegrenete 
^olge der Zeilen bzw der Kdhnnen, aus denen die Doppelfolge besteht, 
ait jenen Eigenschaften, die wir als den Konvergenzcharakter der Doppel- 
olge bezeichnet haben, in emem gewissen Zusammenhange stehen muß 
5ei der Feststellung dieses Zusammenhanges genügt es offenbar, eme 
lieser beiden Kategorien von Teilfolgen, etwa die Zeüen ms Auge zu 
'assen, da aUe auf diese letzteren sich beziehenden Ergebnisse nwiaiis 
nutandis unmittelbar auch auf die Kolonnen dbertragen werden können 

Die Glieder einer behebigen Zeile der Doppelfolge {oi^^\ , also: 

Vo V eine behebig ausgewählte der Zahlen 0, 1, 2, • bedeutet) besitzen 
3inen wnteren und einen oT)er6n Limes (die eventuell auch zusammenfallen 
können), etwa: 

I hm a ^"^ — a bzw -. — oo 
P M -(.) V ^ (^ = 0,1,2, ..), 

lim a '«^a^' pzw — + oo 

wo a^^J und äW bestimmte Zahlen vorstellen Falls jene beiden Limites 
zusammenfallen, also hm'ce^''^ £isa mondesten im weiteren Sinne existiert und 

die durch den Index v etaraktensierte Zeile der a^*"^ (^-^ 0,1,2,« •) 



1) Darunter TMmtetien wir die'^i^waige !&datenz eines I>oppdbme9 bzw, das 
Auftreten verscUmdmar JSTatfptlimiteg emschließhcli dei^enigen tlnteraolieidatigen, die 
wiederum^ noch ana dex ^odliol^keit bzw, üi^nuiliclikeit der betreffenden Limites 
reanltierexi 



270 AbBchnitt I £ap. VI Zweifach tinendliohe Zahlenfolgen. Nr. 1. 

demnach eine hmverg&nte oder eigerUkch divergente Folge bildet, so tiitt 
an die Stelle dieser beiden Beziehungen eine einzige von der Form. 

(2) luna^'^ — Ima^"^ — a^"^ bzw — + oo oder — cxs 

(wo also aW den gemeinsamen "Wert von aW und ä(*^ vorstellt) 

Bildet man sodann die beiden (eventuell auch in eine einzige zu- 
sammenfallenden) Folgen: 

welche durchweg oder wenigstens von einer bestimmten Stelle ab aus 
endhchen Zahlen bestehen können, aber auch unendlich oft oder sogar 
beständig die Zeichen + oo oder — oo enthalten können, so kommt in 
jedem Falle (vgl. insbesondere § 41, Nr. 3, S. 264) jeder dieser beiden 
Folgen em gewisser unterer und oberer Limes zu, in Zeichen^): 

(4) lim hmaj''^ lim limaj*^ bzw. hm lima^*'^ lim lim a^^^ 

Die beiden äußeren dieser vier (eventuell auch teilweise oder sämt- 
lich zusammenfallenden Limites) woUen wir als den itenerten unteren und 
den tterierten oberen Zeüenhmes bezeichnen. Durch wiederholte Anwen- 
dung der bekannten Beziehung (s. § 36, Nr. 2, 8. 217, Gl. (22)): 

lim e^ ^ lim ö, 
ergibt sich sodann: 

f Hm Uma^'^^n^ Hmai'^^lm limaj"^ 
lim hmaj^^^lim Ümaj'^^nS' h^a^'K^) 

1) Man lohieibt zaweilen, um die Trennung und Beihenfolge der Tomuehmen- 
dei; Glienzverthüdxuigen noch etwas denthoher warn. Aaidraok su bringen! 

hm (hm a,i'>) , BJS: (lim ai") usf., 

doch dürfte wohl auch bei Weglassong der betreffenden Klammem die MfigUoh- 
keit einei MiBventOndnineB auHgesohloBgen enoheiqen. Immerinln werden wir hdi 
besondnw Deoüiohkeit zuliebe gelegentlich djeier Solnreibw^e bedienen und den 
in Khummem befindlichem Limei als den tnntren bee^ohnen. 
V) Dagegen kann: 

«^aUeu. |9tKt vßtkB. K. B.: 

80 folgt 
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Sind jene beiden cmßeren Limites einander gleich, so müssen ancb. 
die beiden rmtüerm mit ihnen eusammenfäl'Un, In diesem Falle existiert 
also im weiteren Stnne (d h als bestimmte Zahl oder als oo mit be- 
stimmtem Vorzeichen) der Q-renzwert: 

lim lim a ^^^ , 
der dann als itenerter Zeilenhmes schlechthin bezeichnet werden moge.^) 



tlso 



mä daher: 



Um hm a|'' ■■ 1 

hm lim aj^^ — 8 

Em hm a^''^ < hm hm o^'^ 



folgt. 



''ertanioht man dagegen m dem obigen Beispiele n und y, aetzt also. 
<^- (-!/*+ 2(1 + (-1)0» 
limaW«_i + 2(l + (-ir) 

hm^aW„i4.2(i + (-.i)'') 

nd aodann* 

hm ha a W ,. a 

hm Um o W - 1 , 



h.- 



Hm iia «i*^ > laa. i™ »i*'^ 



1) Jeder Grenzwert einer konvergenten Folge allgemeiner reeller, insbesondere 
ratumäler Zahlen Ä^'^^ (vgl. § 28, Nr. 2, S, 169) kann als ein solcher üenerter Zeilen- 
mee aufgefaßt werden. Wird nflmlioh ^1^^^ definiert durch die konvergente Zahlen- 
ige [a W] (^ — 0, 1, 2, • • •), 80 hat man auch» A^*^ — lim aj^"^ und daher: 

lim ^W - Um lim » ^"^ . 

Ein einfaches Beispiel fOr die Existens des tUrierkn Zeüenhmee bei gleioh- 
itiger Nioht«i3itens jedes einMtSnen J^iilenlfynee liefert die Doppelfolge: 

■ m-H^- 

an hat in diesenpi Fi^i 

d lodann: ^^^ 
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2 Wir zeigen znnäohBt, daß man den ttm&ien unteren bzw. oberen 
ZeilevUmes stets durch einfache Limites (also ewet nacheinander auszufüh- 
rende Grenzübergänge durch einen eineigen) ersetzen kann. Es gilt näm- 
lich der Satz: 

Aus der Doppelfolge (a^"') lassen sich stets reguläre Teil- 
folgen (a^^), (^r'/) so herausheben, daß. 

(6) hm a ^"'^ =. hm lim a^;\ hm aj'»-^ - Im h^aj^'K 

Beim Beweise haben wir zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem 
die betreffenden Limites endhch oder unendlich ausfallen. 

Fall I. Es sei zunächst: 

(7) hm hm a j*"^ — a (wo a eine bestimmte Zahl). 

Diöse Voraussetzung schließt zunächst keineswegs aus, daß in der Folge: 

(8) lima;>, hma;^\ ; ]m,a^:\ 

das Zeichen — cx) in endlicher Anzahl, das Zeichen + ex sogar unendlich 
oft voikommt: mchtsdestowemger muß sich auf Grund der Definition 
des unteren Limes einer einfiächen Folge (s § 36, Gl. (20), S. 217) aus der 
Folge (8) eine Folge endlicher Zahlen, etwa: 

(9) hm a«"«) - a^"^) hm a^"^ - a^^ • • •, lun ai"'> - a^'^^ • • • ., 

mit dem Qrenewerte a herausheben lassen, sodaß also: 

(10) hm aW — a, 

also infolge der Voraussetzung (7): 

(11) lim a«""^- hm hmaj-l 

Da andererseits nach (9) cS**^ den unteren Limes der Folge (a^"*"^) 
(fOr: ^— 0, 1, 2, • • •) vorstellt, so muß es zu jedem s>0 und zu jedem 
einzelnen »^ unter den Zahlen a^"^ unendli^ vide geben, sodaß: 

Wird jetzt eine Folge positiv abnehmender Zahlen e mit dem f^h^n«. 
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werte lim «, ■= angenommen, so existiert also eine erste natürliche 

T->00 

Zahl m^j derart, daß: 

sodann eine erste Zahl m^ > ^o; sodaß: 

So foitfahrend erhält man eine Folge wachsender Zahlen m^ (y — 0, 1, 2, • •) 
und mit diesen eine reguläre Teüfolge U^^) der Doppelfolge (a ^^^) , von 
der Beschaffenheit, daß: 

(12) a^"''>-6,^ai7^^a^"'> + ^ (i;-0,l,2,- ), 

und man findet daher, da lim a^"*' nach Gl. (10) eine bestimmte Zahl 
vorstellt, mit Berücksiohtigruig von Gl. (11): 

(13) hm ümai^^^lima^''^^ 

In analoger Weise ergibt sich eine Beziehung von der Form: 



[U) hm bm a^j'^ - Hm aj"^ , 

sanächst wieder unter der Yoranssetzung, daß dieser iterieite Limes end- 
lich ausfällt — und zwar am einfachsten, wenn man davon ausgeht, daß 
(— lim lim a^^\ den entsprechenden 'mt&rm Limes fttr die DoppeFolge 

[- o>^*') vorsteUt.») 

Fall IL Es sei jetzt: 
15) lim lim a^^ — — oo 

luf Grund dieser Voraussetzung muß sich nach Annahme einer Folge 
positiv wachsender Zahlen Ä^ mit dem Grenzwert lim J.^ » + <^ aus der 



X) In dem besonderen FaUe.» 'dad alle ZeüeA konvergieren nnd ihre Qreiäz- 
rerte -wieder eine konvergente Folge liefetn, ergibt aioh.alio eine Beüdebnng von 
1er Form: 

Jan Um a^\ pw lim »fr^ , - 

»-♦•0»(H.><6 '^ »»-►od ^ 

l. h, man kann einen solchen iwieiivn Z^ile^imes dux^k den etnfaof^en Jüvims einer 
'igul&rm Teilfolge etsetteA. JSf^e in^dbkg 'dieiitoB Prlns^« tabt aiäh scHon In 
f 28, Nr. 2 (8 169, GL (9^. „.S ^ f 
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Folge (8) eme unbegrenzte Folge von Gliedern lin^ «,1"*^ so herauB- 
heben lassen, daß: 

(16) lima>'<-^, (v-0,1,2,...). 

Aus der Bedeutung Ton limal'*'"^ folgt dann weiter, daß unter den 

ZaJüen a^"*^ zu jedem einzelnen v mendlich viele vorhanden sein müssen, 
sodaß; 

(17) «r<--^. (t/-0,1,2,...). 

Man kann daher ganz analog wie im Falle I zu n^, «i, M|, • • • eine steigende 
Folge natürlicher Zahlen Wq, %, »»j, • • • so auswählen, daß: 

(18) *m7^<-^K ("^^ ^^^^'^ »»K>'»,_i, n,>»,.i), 
und somit: 

(19) Um 0^";' - - «., 

d h. wieder, wie behauptet: 

(20) km lj?n«i'''-l"»ai!'^' 
Entsprechend ergibt sich: 

(21) lim Em a^'^ - lim a}''\ falls: hm Hm ä ^'^ - + oo . 

SoUte schließlich eine der Yoraussetzungen bestehen: 

(22) hm hma^^ — + oo bzw. lim lim ajf^ — ~ oo, 

so folgt aus Gl. (6), daß auch: 

(23) um hm aj"^ — + oo bzw. lim lim a^^ -. — oo, 

sodaß die Gültigkeit der in Frage stehenden Begehungen 9xa d«n zuvor 
abgeleiteten (21) bzw. (20) unmittelbar herrorgdht. 

S Es erscheint für den weiteren Fortgang dieser Unterfuohungmi 
erlorderlioh, m bezug auf die sukzessiye AunUkdnmg dar Zi^ilttB aj'^ an 
die betrefPönden Zeilenlimites lim ajf gewisse Untertoheldungen in irefEba 

und diese durch geeignete Bezeichnungen zu (^anücterisieren. 



1) Die Glieder yga a^**^ ixwex Folge k(}nK«n duxQhweg «fulMoh ^er %v^ 
teüwelBe bzw sHmfcHflh ■- — «ri «*<« 
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Wir fassen zunäotst den einfachsten Fall ms Auge, daß jede Zeile 
zum mindesten für v ^ w konv&'giert. Ist dann etwa* 

(24) hma^"^-«^"^ (v = m, w + 1, » + 2, • •), 

so besagt diese Voraussetzung ledigLch folgendes: Für jedes emeelne v'^n 
existiert erstens eine bestimmte Zabl aW und gweitens zu jedem (beliebig 
Idemen) s > eine Metnste Zahl m^, sodaß • 

(26) 'a^!*^ — a^'^l^fi, wenn- ,u^w^ (v = n, n + 1, » + 2, •). 

Dabei werden die Zahlen m^ außer mit s im aligemeinen auch mit v 
veränderlich sein, und es erscheint insbesondere nicht ausgeschlossen, 
daß sie, sobald £ einen gewissen Kleinheitsgrad erreicht hat, zum Ted 
oder sämtlich zugleich mit v über alle Q-reneen wachsen. Das letztere 
kann auch bezüghch der I o^*") | der Fall sein Wenn einer dieser beiden 
Fälle eintritt oder auch beide zugleich, so sagen Avir, die Zeüm seien 
ungleichmäßig konvergent 

Wenn dagegen bei jeder Wahl von s füi- die Zahlen m, ein be- 
stimmtes endliches Maaimwn m Torhanden ist und die , «W | unter einer 
endhchen Schranke Ä bleiben, so läßt sich die Bedingung (26) duich die 
folgende ersetzen* 

(26) ^a^p — a^'\£s, wenn |i4^ m (v-w, « + 1, n + 2, ), 

wobei jetzt m eine nur noch von e abhängende, für alle v^n unveränder- 
lidke Zahl bedeutet und jat") <.A bleibt. In diesem Falle sollen die 
Zeilen als gleichmäßig konvergent für v ^ n bezeichnet werden. 

Analoge Unterscheidungen treffen wir für den Fall, daß alle Zeilen 
zum mindesten für v ^ n eigentlich divergent sind, daß also: 

(27) lim aj"^ — -f- 00 bzw. - - oo (v — w, « + 1, w + 2, .). 

Dies besagt, daß zu jedem (noch so großen) J. > fiir jedes einedne v 
eine kleinste Zahl m^ existiert, fiodaß: 

(28) a^^'^>^ bzw. <-A, wenn: |»^«», (v-v,n + l,n + 2, •..), 

Haben alsdann bei jeder Wahl von J. die m^ ein besi^vmies endliches 
Maximum m, sodaß also die tledingung (28) dnrc^ die folgende ersetzt 
werden kann: t ^ 

(29) al^'^>A bzw. <-A, mmi a^m (j/-n,»4,^n + 2, ...), 

so soUen die ZeüeE« glßi(ikft^ßi^4ifkB»^ ^ v^ M^| m^ßeit^äßg 
^dm-genli dagegen, Veöa bjSäb^ti^^ca^^i)^ WM ^tm^r^m^^iti^a. Mftjdt^ 



276 Abschnitt I £ap. VI Zweifach unendliche Zahlenfolgen Nr. 8. 

mum ni<M Torhanden isi;, sodaß also die % gleichzeitig mit v zum Teil 
oder Bämtlich ^ns ünendliclie wachsen 

Beispiele 1) Die Zeilen der Folge \~~~~) s"id gleicJimdßig Icon- 
vergent Man hat nkmlich: 



a^'' Mm — — , hm a,) ' — - , 



also: 

««-lim««-;. 

Wird also « > beliebig klein vorgeschrieben, darauf m so fixiert, 
daß - ^ £; so folgt: 



m 



! aj-"^ - lim aj;'^ 1 - -^ ^ « für /t ^ w und v - 1, 2, 8, ■ • • . 

2) Die Zeilen der Folge (ft + v)l sind gleichmäßig divergent Denn 
man hat* 

<'^-^ + '', lim fl^"^ - + oo, a/;^^f* für v-0,1,2,.... 

Wird also J. > beliebig groß vorgesehrieben, sodann w > -4 an- 
genommen, so hat man: 

a^!'^ ^ w > ^ für jü ^ w und V -- 0, 1, 2, . . . . 

3) Die Zeilen der Folge (f-?p™Nj) ^^^*^ ungleichmäßig konver- 
gent. Aus: 

folgt nämUoh: 

Versteht man unter n eine helit^g große natürliche Zahl und setzt 
sodami t/ — n, d. h. faßt man eine Zeile von beliebig hohem SteUenteiger 
ins Ange, so wird allemal: 



I a^' — lim a^"^ 1 — 1 (also nicht beliebig klein). 

Es ist also nicht möglich, dem absoluten Betrage der Differenz a|^' — lim a^^ 

lediglich durch Fixierung einer passenden unteren Schranke ^ — m für äüe v 
einen gewisB^ai Eleinheitsgrad zu siohena. Im* übrigen trii^ das Wesen der 
im vorlieffenden Falle vorhandenen mihJjtißhmJißitu¥u. W/mnMMMAm vkAAl« ««- 
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sohaulioher herror, wenn man sioh. eine Anzahl Glieder der gegebenen 
Doppelfolge nach Zeilen und Kolonnen geordnet anschreibt: 







2* 8* fi.» 



1 + 1* 1 + 2» 1 + 8» l + fi' 



1 + 1» ^ 1 + 1» 1 + 2'» •l + (^_l)» 

»»1» 1» 0* — 2)» 







1 + 2» 1 + 1» " 1 + 1» l + (^_2)» 

8» 2' 1» ^ (ft — fl)» 

1 + 8» 1 + 2» 1 + 1» " ' l+(^:_8)» 



Es zeigt sich, daß die G-lieder jeder einzelnen Zeile schließUch he- 
ständig gunehmend der Grenze 1 zustreben. Aber dieses 2km€hinen der 
Glieder beginnt jedesmal erst rechts yon dem Gliede der Hauptdiagoncde, 
welches in jeder Zeile heißt: die sukzessiye Annäherung der Glieder 
an den Grenzwert 1 wird also mit jeder Zeile um eine Stelle weiter hinauS' 
geschoben. 

4) Auch die Zeilen der Folge (— «^r— i) sind ungleichmäßig l'onvcr- 
gent. Man hat m diesem Falle* 

ai'^»-i^ ^— , lima^'^-0 fttr ^-1,2,3, -, 

V IL 

also: 



(v) 1 (v)| ßv 

a y — hm ay — -,^ - 



s; 



und daher für jedes noch so große n: 

|«i-'-lim«r|-Ä--J- 

Die Glieder jeder einzelnen Zeile konvergieren hier schließlich "beständig 
äbnt^end gegen den Grenzwert 0. Aber das Abnehmen der Glieder be- 
ginnt wieder jedesmal erat rechts von der Hauptdiagonälef deren Glieder 

aj**^ durchweg — y Bind. Bedeutet ferner jp eine beliebige natürliche 

ZiJil, 80 findet man: 

«M P 

%, "r+;pi> 

d. h. das Glied , f i , welches fttr v — 1, d. h in der ersten Zeile, für 

fA^p zum Yorsohein kooRut, also, an der p^ SteUß üebAy resultiert in 
der »*« Zeile erst für /* ^jp», steht also dort; erst an der pn**^ Stelle: es 
findet a]fln mit IndAr haiiati Zflile. abareBehen von der Cauch sohon im 
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vorigen Beispiel hervorgetretenen) JStfUMs&;hi^ung der Tendenz, dem 
Grenzwerte zuzustreben, eine beständige Verlangsamung des Annähemngs- 
prozesses (hier der Gliederabnahme) statt. 

5) Als ungleidtmaßig "konvergent haben ferner die Zeilen der Folge 

[ + V j zu gelten. Zwar hat man hier: 

also: 

und daher genau so wie bei dem Beispiele 1): 

|«i*^-limaj'^^^^f für /^^w^^ ^^^ i/-l,2,3,.. 

Dagegen ist hier die Bedingung nicM erfüllt, daß die |a(*')| (wo 
a^*^ — lim a^'^) unter einer endlichen Schranke bleiben, denn man hat: 

lim aW — lim v — + oo . 

6) Die Zeilen der Folge ((j:* — v)*)S smd tm^ZewJÄwiÄ/Öi^ divergent. Es 
ist nämHoh: 

flW-(/*-v)«, Hmaf^^ + oo für i/»0, 1,2,-. 

Nichtsdestoweniger läfit sich, wenn (? > beliebig vorgeschrieben wird, 
Icem m so fixieren, daß: 

aj-*^ >Q fttr ^ ^ w und V- 0, 1, 2, .. . 

Denn, wie groß auch n angenommen werden möge, so ergibt sich stets: 

»r - 0, 

mit anderen Worten, die Eäuptdiagonals besteht wiederum aus lauter 
Neiden und das Zunamen der Glieder beginnt allemal erst rechts davon.^) 
4. Eine analoge Verallgemeinerung, wie wir sie firdher fttr den lAmes- 
begrifif durch Einfahrung des unteren und oleren Limes vorgenommen 
haben, erweist sich auch f(ir die Begriffe der gleickmäßigen bzw. vngleichr 
mäßigen Konvergenz und Divergenz als durchführbar und zweckmäßig. 



1) Da di« Angefahrten Beispiele aufiei (l) in bet^g mtxi dici beiden IndiieB ft^ i> 
völlig Bynimetiiloh gebant sind, so kOnnen ne anoli %ur Erlftutenmg der fraglichen 
EottVergens- und Divergenz^ge&sohaften für die KcüotuMn «Ssenen. An StisU« des 

BeUpieU 6) hätte mak fdr den gleiohea Zv^ le3i|rIlBt^ (fi + -^\ ein^niiflihren. 
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Wir wollen zunäoliBt annelimen, daß die (unteren und oberen) Lmttes 
dUer Zeilen, zam mindesten nach Aussohluß einer encUiehen AnzaH, nume- 
riBoh unter einer endlichen Schranke bleiben (eine Annabme, die offenbar 
diejenige der Zeilenkonvergeng gegen endlich lleibenäe Limites als spe- 
ziellen FaU. enthält), etwa 

(30) Hiiaj'^-a^'\ lim « ['^ - ä^'^, wo: ! "J^J ' j < ^ für: v ^ n 

Alsdann existiert zu jedem fi > und für jedes einzelne v'^n eine 
Jäeinste Zahl m^, sodaß: 

(31) a^"^ - s £ aj^^ ^ S^''^ + 6 für: ii'^m,, v^n. 
Bedeutet sodann: 

«('•) die untere Qrenee der Zahlenfolge aW, a('' + *>, a^'^+% ••• , 

«("J „ obere Grenze „ „ 3W, 3(*+i), 3(''+"), , 

Bodoß also insbesondere: 

(32) a(")^aW, gM^ä« (übrigens auch: I. ' ^ ^ für: v^t»), 

I I ' 

so besteht gleichzeitig mit IJngl. (31) umsomehr die folgende: 

(83) u^'^-B^a^'^^ü^''> + a für: ^^«»,, v^«. 

Haben nun in bezug auf diese letzten üngleiohungen wiederum die 
Zahlen m,, für jedes einzelne £ > und für (üle v ^ n ein ^bestimmtes 
(allenfiEÜls nur noch von s abhängiges) Maximum m, sodaß also die Be- 
dingung (33) durch die folgende ersetzt werden kann: 

(84) a^'^-B^a^;^^ä^'^ + B für. ^^»n,v^M, 

so sollen die Zeilen der Doppelfolge {a^^^\ gleichmäßig hesehränkt für v^n 
heißen, ferner einseitig gleUäimäßig 'hesdvrä/nU und zwar ncuA unten bzw. 
nach oben, wenn nur die erste bzw. zweite der beiden Beziehungen: 

(84a) ^^"^-B^a;^\ ajf^ ^ä^"^ + e für: ß^m, v^n 

besteht.^) 

Da die Bedingung (34) sicher erfüllt ist, wenn schon die Bedin- 
gung (31) für p j^ m gilt, T^nd da diese letztere im £^alle a(*^ — ei(') mit 
derjenigen für die gleichmäßige konvergent der Ip^i v^n beginnenden. 
Zeüen zusammenfUlt (vgl (06), S. 975), so enoh^t diese lettre Higen- 
Bohaft als ein spezieller FaU der gleichmäßigen BeaehränMmt 

1) Im enten FMle iMcftciolMHS tatt^liolf Hna die ^^' , iskwtrej^bea kww di«; j^tf^f 
unter einer endlid^ flä»«Qk»^«i^JsUlb6&. > ^ ' ^ ^^' 
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Bleiben die 1 g^^ 1 — i lim aj*^ L 1 ä^''M =• 1 lim aj"^ 1, wie groß man 

anch n annehmen möge, fOr v ^ t» nxcM unter emer endlichen Sohianke, 
so woUen wir m dem vorliegenden Zusammenhange nur die beiden FäUe 
naher ins Auge fassen: 

(35) lim bm a^^ = + oo oder ■=» — oo 

Auf Grund dieser Voraussetzungen existiert dann zunächst zu jedem (be- 
liebig großen) ^ > eme Icleinste natürliche Zahl n, sodaß: 

(36) "^^ 



lim aj^' > A, also auch: hm a^' > Ä für: v'^n, 



oder- hm a^'^ <-A, „ „ hma^'^<-Ä für: v^w^ 

Daraus folgt wiedenun nur soviel, daß fUr jedes emzelne v eine Meinste 
Zahl TNy existiert, derart, daß: 

(37) aj;;^>Ä bzw a^^^<-Ä fOr: ^^m„v^n. 

Ist dann bei jeder Wahl von A für die Zahlen m^ em bestimmtes Maxi- 
mum m vorhanden, sodaß also die obige Bedmgung durch die folgende 
ersetzt werden kann: 

(38) a^^^>A bzw. a'^'^K-A für: /*^w, v^w, 

so soUen die Zeilen der Doppelfolge (und, wie die Form der Bedingung (38) 
zeigt, dann eo i^so auch die Kolmnen) als gleichmaßig unbe^hrdnkt^) be- 



1) Dabei -wixd im allgemeinen n mit A sich ändem (nämhoh mit zunehmen- 
dem A gleichfalls znnehmen) Dies "w&re nur dann moht der Fall, weim yon einer 
bestimmten Zeile ab, etwa fßr y^n durchweg 

lim a^^ »—4-00 oder =« — oo 

ausfiele Alndann gemQgt offenbar die Annahme n^iC für jedes beliebige A 

S) Die Bezeichnung, deren wesentlioher Bestandteil in dem Beiworte „gleich- 
mäßtg" besteht, bezieht sich (wie alle ähnlichen, m Nr 8, 4 dieses Paragraphen 
eugefOhrten) nur auf die m Frage kommenden Zeilen als Cfesamtheti. Dabei 
kai^n immerhin jede emfelne Zeile hegrentt (d h. mit endhohen Hanptlunite» 
versehen), ja sogar konvergent sein (vgL weiter unten im Text das Beispiel 9)). 
Femeir sei darauf hingewiesen, daß die zur Defimtion ^er gletohmäßigen Un- 
heaehrihifiäieü dienende Bedingung (88) mit deijenigen für die Existenz der Be- 
ziehung hm aj*') s- -f- <x> bzw. » — cx> zusammenfB^t (■ § 40, S 364, XJngl (8 a)). 

Jene neoe Begetchnung der durch die BedmguDg (88) duuraktensierten Eigenschaft 
der ai'^ reoWerügt sieh mdessen durch dea yerftnderten Oesjohtspunkt, unter 
welchem die £«gliche Bedingung sich hier eingestellt hat, und «rweist sich 8chlie6> 
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zeichnet werden. Die Vergleichung der Bedingung (38) mit der für die 
gleichmäßige Bwergens geltenden (S 275, Ungl. (29)) zeigt wiederum, 
daß diese letztere Eigenschaft als spezieller Fall der soeben dejGmierten 
erscheint. 

Fortsetzung der Beispiele 

7) Die Zeilen der Folge U—iy-^^^dJL^' sind gleichmaßig he- 
sclwomTd Aus: 

folgt zunächst: 

a^*)»lmia;^-.-i-, ä^*> -hi^a^"> - +i- (v-1, 2, 3, ...), 

also auch: 

«W i äW = -}--• 

Da andererseits: 

-7-V^<'^7 + V ("-1.2,3, 0. 
so folgt: 

«'"-7^<'^«'" + 7 ("-1,2,3, •), 

und daher (m 'Ühereinstimmung mit der Definition (31)). 

a^"^-B^a^^^a^'^^s für: f^^m^y, v-1,2,3,. • 

(wobei überdies: |aM| ^ 1, |äW| ^ 1). 

8) Die Zeilen der Folge ((-l)^"*"'|i^^^!)^ sind ungleichmäßig 
lesdvranhi. Aus: 

<'-(-l>'-|±-*-E|-(-ir'(l +m:(^---^^ 

folgt: 

oW-limaf"^--!, a("'-Eaf - + 1, 

also auch: 

a(^)-.-.l, äW- + l. 

AndererseitB hat man für jedes sooh so große n : 

d. h. in jeder Zeile mit beliebig hohem Stellenzeiger n liegen für < « < y 

lioh als Bweokmöfiig, um gewisse Mdogien airisclien den konvergenten nnd den 
etgmtlteh fUvergetOen Doppelfolgeji »pge^Wi^ ^«^ A^^r^ wj, bringen (vgU #e 
{;iLfyA mK't TinrI (TTh den fokeeiid«i^,PMraffBapben, S^t9C 
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daa n^f (n + 1)** und (« + 2)** G-lied stets noch außerhalb des Intervalls 
(a^") - E, äW + fi), d h. (— 1 — fi, 1 + «) 

9) Die Zeilen der Folge ( \- vj , welche oben (a Beispiel 6)) als 

ungleichmäßig Tconvergent erkannt wurden, sind andererseits gleichmaßig 
unbeschränkt Man hat nämlich: 

Wird also ^>0 beliebig groß und sodann n'^Ä angenommeD, so folgt: 
aj''^>^ für- ii>l, v^n. 

10) Gleichmaßig unbeschränkt sind auch die Zeilen der Folge 
(v + (1 + (— 1)'')/*)J Man hat m diesem Falle: 

aj'^ — V, wenn /x ungerade, a^"^ — v + 2/it, wenn (i gerade, 

mithin: 

Hm a 'J"^ =- v, lim a^'^ =- -|- oo. 

Wird jetzt j1 > beliebig groß nnd sodann n'> Ä angenommen, so 
folgt also: 

aj^^>Ä für: v'^n, ^^0. 

11) Es werde gesetzt: 
— — ^, wenn: ft < v 



a 



. — V, wenn: |i* > v 



1) Will man aj^"^ durch einen einzigen arithmetiBohen Ausdruck darstellen, 
10 braucht man nur zu setzen* 

a^' — lim ^ — - - ftv 

und KU beachten, daß man diesem Ausdrucke die beiden Formen geben kann: 



*■>* . r- . , j 



und 



lim 



#■>• ^ 



V* 



-(7) 

-deren «rste fOr denTaU fi(<v, die «wate f^ ^>tr unmittdLbai daa erforderliche 
leistet, während für u^# di« nnrtitrfltatfHAhA iPnKm <)aa AnaiiwnAb-*. «»«.»t.i.1 
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Da ja in jeder Zeile von beliebig hohem Bange v schließlich immer fi > v 

wird, so hat man: 

lima;;''^-lima/;>-.v, 

d. h die Zeilen sind sämtiioh konvergent, aber ungleichmäßig , da ja der 
Grenzwert v ins Unendliche wachst, übrigens aber auch schon dai'um, 
weil (für jedes noch so große n) «^"^-0, a^l;i- — («-^) {^'r 
X = 1, 2, , « — 1). Ans diesem letzteren Grunde sind dann die Zeilen 
auch nicht einmal gleichmäßig unbeschranJct ^) 

§ 43 Beziehungen zwischen den Doppellimites und den iterlerten 
Zellen- hzw. Eolonnenlünites. 

1. Mit Hilfe der in Nr. 3 nnd 4 des vorigen Paragraphen eingeführten 
Unterscheidungen lassen sich die Beziehungen zwischen den in § 40, 41 
betrachteten DoppeWmites und den iterierten Limites der Zeilen oder Ko- 
lonnen in sehr allgemeiner Weise feststellen. 

Als Grundlage ergibt sich zunächst der folgende Satz: 

(I) Der tterierte untere (sc. Zeilen- oder Kolonnen-) Limes 
ist niemals Meiner , der tterierte obere Lmes niemcAs größer , als 
der entsprechende Loppellimes, d. h. man Jiat: 



<1) lim<' 



M, >■*■<» 



^ym lima^''^^lim lim a^'^ 

1^ hm lim a^'"^ ^ Um Um a//'^ ^•''•*- '^ 



Beweis Nach dem Satze von Nr. 2 des vorigen Paragraphen 
(S. 272) kann man jeden der in Frage kommenden iterierten Limites 
durch den Limes einer konvergenten regulären Teüfolge ersetzen. Anderer- 
seits gibt es aber nach § 41, Nr. 5 (S. 267) Tteine regul&re Teilfolge, 
deren Grenzwert kleiner als Umaj^''^ oder grjißer als Üma^^ aasflele. 

Hieraus ergibt sich aber ohne weiteres die Eiohtigkeit des ausgesprcohe- 
nen Satzes. — 

Fallen die beiden äußersten GUeder der Ungleichungen (1) zusamnien, 
so gilt das gleiche für aUe GU^der, und man gewinnt daher mit Be- 
nützung der in § 42, Nr. 1 an die Beziehungen (5) geknüpften Be- 



1) Die Beiipiele 7), % 11) gehen ohne welterei anoh in gleiohex Weite für 
die JTokmiMH. die Beiepiekt«) tmd ü^^nftoh 7evttun^mig''\Mtt fi tmd v. 
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merkung (S. 271) den folgenden für die Anwendungen besonders niitz- 
liolien Speziaisatz: 

(la) Wmn lim a'**^ im weiteren Stnne existiert (wenn also 

dte Bop^folge (o>P) "konvergiert oder eigenthch divergiert), so Ge- 
stehen die JBemehungen: 



lim lim aj^^ 
lim lim a^*^ 



« lim a 

u 



(V) 



Dabei brauchen also die einzelnen Zeilen und Kolonnen noch nicht 
zu konvergieren oder eigenthch zu divergieren , es können also lim a/ 

ft-^co ' 

und lim a^^ (bzw. lim a^*^ und lim aj"^) durchweg vers(^ieden ausfallen. 

Nichtsdestoweniger extsUeren (im weiteren Sinne) unter der gemachten 
Voraussetzung lim hma^"^, lim lim a^*"^ (bzw. lim hma^\ lim luna^"^) 

und sind sämtUch einander gleich. 

(Beispiele. Setzt man, wie in Beispiel 7) des vorigen Paragraphen 
<^-(-ir"^(7 + |), Befolgt: 

Hma/'^»--, h^a^^-.-^', hma^"]-«-^, lim'a^"^--; 



andererseits: lim aj^^ — und daher in Übereinstimmung mit Satz (la) 

auch: 

Hm hm a^"^ =- Um hm aj*^ - 0. 

Sei femer: a^^ =- v + (— 1)'*, so hat man: 

und schließlich wieder: | 

bm hm aj"^ — hm im a^^*' — + oo.) \ 

Sind au&er der Doppelfolge (a^^^j auch die einzelnen Zeilen und 1 

Eolonnoa ftonverj^en^ oder eügefnüich chvergent, was z. B. stets der Fall sein ^ 
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muß, wenn die Doppelfolge eine monoixme ist^), so nelunen die Glei- 
chungen (la) die noch speziellere Form an 



(Ib) 



lim lim a^*^ 
lim lim a^*^ 

u 
fi-^00 r->-oo 



= limaj'\ 



2. Aus den Beziehungen (la) folgt, daß die Existene (im weiteren 
Sinne) von lim a^'^ eine "hinr&ictiende Bedingung für die Existenz und das 

Zusammenfallen der ttenerten Zeilen und Eiolonnenlimites, also für das 
Bestehen der Belation. 



hm lim a. «= lim hm a 



(0 



(2) 

bildet. Diese letztere ist somit umgekehrt eine notwendige Bedingung für 
die JEonatene von hm a^^\ Daraus ergibt sich also msbesondere, daß hm a^ 

sicher nicht existiert, wenn jene beiden iterierten Limites vei schieden aus- 
fallen. (Beispiele: 



„.(') — 






(0 



hmaf -1, lim lim <*' - 1, 
hma;;*^"0, limhma^''^-0 



jU-yoa r->o 






,« 



(*) 



lim a'^'"' — 1, hm hm a 



1, 





im a^^ - 0, hm hm a^^ 

S auch Beispiel 11) des vorigen Paragraphen.) 

Andererseits erscheint die Existenz von hm a^^ keineswegs als not- 



jU,r->-aB 



wendig für das Bestehen der Beziehung (2), wie die Beispiele 3), 4), 6) des 
vorigen Paragraphen (S. 276—278) zeigen, sodaß also die Beziehung (2) 
noch Jceine hinreichenäe Bedingung für die Existenz von hm a!^"^ hefert 

Zur Illustration dieser Tatsache möge neben den soeben zitierten noch 
das folgende Beispiel als besonders lehrreich angeführt werden Es sei 
für/*^l,v^l: 



,W 






1) Die Zeilen und Kolonnen einer monotonen Doppelfolge sind offenbar gleiot- 
fallB monotone Folgen. Dies folgt unmittelbar aus der Definition (9) ded § 40 (S. 267), 
wenn man daaelbst « — bzw. ^ -■ 
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Man hat hier zunächst: 

lima^*^ = lim(-l)''---^ = 0, also auch: lim hm a^"^ - 0, 

hm a^'^ = lim (- If • —^ 0, „ „ lim lim a/;^ - 0. 



»■-►oo •" y-yaa ir\ _L «8 fl-*-'B i -»-oo 



Femer ergibt sich: 

lma,"'-lim(-iy j^^^-O, 

1 ->-BS l'->-00 * T^ " 

und sogar für jedes ganzzahhge jJ^l, ff^O, r^l* 



limC-i)"-^' r^- ,,.'i . -0, 



-iim(-ir 1 \ ';^. -0- 

lE'ttr diese Doppelfolge (a''') haben also nicht ma die beiden ttenerim 
lAimies und der Lmies der f attjjMia^onaZenfolge den Wert 0, eondem 
aiZe mSglichen ,^eradltn*gm" Teilfolgen') besitzen gleichfalls den dreni- 
vai ^Nichtsdestoweniger findet man für ft — v': 



also: 



nnd daher: 



»,i:'-(-ir T. 
i™ C-"«i - - ~ 

lim a^J^i - + oo , 



lima^'^ oo, hm a^'^ - + oo ») 



1) Bezüglich dieser Bezeichnung s Fafin 2, S 267. 

S) Yeniohtet man anf die Daiatellang der a^^ dnroh einen einheiihchen Ani- 
diack, Bo wird das wesentüiche dieses Beispiels sc^on geleistet, wenn man setzt t 
aj'I^ »- (— 1)" V, im übrigen: a^*'^ — 0. 
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8. EbeiiBowenig, wie die Exiateng und das Zunammenfallm der beiden 
UmtrUn Limite«: lim lim a^^ und lim lim a^'^ die lixtsten» dee Dojpj^eZ- 

limei lim a^*^ und somit (nach Satz(Ia)) auch dessen Zusammenfallen mit 

jenen sichert, ebensowenig brauchen auch ^i^iieriertenunterm bzw. o&er^ Li- 
mites : lim hm a^*^^ lim hm a^*^ buw. lim lim a]^, lim lim a^"^ mit den 

entsprechenden Doppellimltes: hm a J'' bzw. lim a^"^ zusammenKufallen. Die 

fifl^w^mdij/Mi «ifw2 /(Mir<rtoh«n(2«n Bedingungen hierfOr, zuuHohat für den 
Fall, dflüB die in Frftge kommenden itmerten Limites endlich ausfallen, 
liefert der folgende Sats: 

(II) Fußt die Endlichkeit und das Zusammenfallen des ite- 
ri$rim unteren häw, oteren ZeiUnlimes mit dem unteren hgw. 
oberen DoppelUimes ist notwendig und hinreichend, daß die 
Zeikn mü evmiuellem Am8(Mus8« einer endlichen AnMcM mtch 
unten bnt}. naek oben gleichmäßig beschränkt sind. 

Das ancdoge giU heMüglich der Kolonnen. 

Beweis SeUt man, wie bisher (S. 279, Gl. (80)): 






■II) 



und bexeiohnet mit «(<*} die (eudUohe) untere Grenze 

von of-J, o('' + »), 0*''+«), , 

mit «^'^ die («ndliehe) obere Grenze 

Yon ffW,f*i''+i), «{'■+•>, , 

so b«Mgt di« Bshtnptung^ d«ß erst^nat 

(8) U|ng**»-.li»o<'»-jj b«w. IE Ät^>-Ea.;^> - « 

(d. h. endliche Zahlen), 

wiUQ «in bMtimntM n und sodann xa jedem s > ein bestimmtes m 
wxMwkt dtrtrt, dftft (i. 8. 979, Ungl (84a}): 

(4) B*'*-«^«^'^ Hw. öfi«*'' + f fllr:/*S;t», vJ^H, 

ond sQgltiah dl« Iftt^) biw. lä^'M für v^n unter einer endliehen 
Sobrft&ke Ä \Mbm\ Qsd daB «mta«, wenn eine der Gleichungen (8) 
barteB (mit d«tD l^mteif da6 M«^*^ ^»^' Q» A^*^ wcme^ Zahlen vor- 
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Ajigenommen, es bestelle zunächst die Voraussetzung (4). 

Da die unteren Ghrenzen aW a(*'+i), a(»'+^, . . . eme niemals abnehmende, 

die oberen Grenzen «M, ä^'+^J; «(*+% • • • eme memäls zunehmende 

Folge bilden und numensoh unter A bleiben, so existieren die Grenz- 
werte: 

(5) lim «(") =- a bzw lim ä^ =- a 

in dem Sinne, daß a, a bestimmte Zahlen yorsteUen. Da andererseits a^^^ 
die untere Grenze der Folge aW, o^*+^), a^*"'"'^; • • • Tind äW die obere der 
Folge SW, 3(''+^), 3(»'+«), . ., so ergibt sich auf Grund der Definition 
des unteren bzw oberen Limes (s. § 36, S 216, GL (16), (18)): 

(5a) Um aW «lim «(") — a bzw. bm äW «— limä^ =» ^. 

Man hat sodann bei passender Wahl von n' ^ n: 

(6) a-fi^aW bzw. «M ^ ä + 6 für: v^w', 
also durch Kombination der Ungleichungen (4) und (6): 

(7) 0-2«^»^"^ bzw. a^'^^ä + 2£ für: yt ^ w, v ^ n' 
Hieraus folgt zunächst, daß: 

hma^^^a~-2s bzw hmaj''^ ^ä -\-2s. 

Da es aber freisteht, s unbegrenzt zu yerklemern, und da andererseits 
nach Satz (1) dieses Paragraphen (S. 283): 



so findet man, daß: 



Imaji'^^ lim a^'^-a bzw. hm a^*^ ^lim S^"^ - 5, 



(8) hma^'^-a bzw. lim o^'^ - «, 

d. h. wie behauptet: 

(3) Um Um a'^*'^ =- lim af^'^ - a bzw. Um Em a^'^ - Eü o^'^ - 3. 

Die Bedmgungen (4) sind also in der Tat hmreidhend iüx die End- 
Uohkeit des iterierten unteren bzw. oberen Zeilenlimes und das Zusam- 
menfallen mit dem entsprechenden D()27pe21imeB. 

Um auch die Notwendigkeit der Bedingungen (4) für das Zustande- 



Nr I § 48. Beziehnngeii zwisohen Doppellumtes und itenerten LinuteB 289 

kommen der Beziehmigeii (3) zu erweisen, nehmen wir jetzt das Bestehen 
dieser letzteren als Yoranssetznng an 

Dann müssen sich zunächst auf Grund der Definition des unteren 
bzw. oberen DoppeShmes (s. S. 261, Ungl. (7)) zu beliebig klemem « > 
zwei natürliche Zahlen m, n so fixieren lassen, daß: 

5 + s für: ft ^ w», v ^ n'. 



(9) 


ä-«^ 


<' 


bzw. 


»r 


Da aber nacli GL 


(5): 










a 


» lim 


«w 



_ _ w. 5 "" lim a^*^ 

v->oo v-yaa 

-und die Folge der «(*) niemals abnimmt, diejenige der «(') memals zu- 
nimmt, so hat man bei passender Wahl von n ^ ra': 

a — fi^a^*5^a bzw. a^iäW^ä + e für: v^n 

Daraas folgt aber, daß die | «W | bzw. ] «W | für v ^ » unter einer end- 
lichen Schranke bleiben und daß: 

«(*) _ £ ^ flt __ fi "bzw. ä •{• E^ «W -\- B 

und daher die Ungleichungen (9) durch die folgenden, für v^» be- 
stehenden und mit (4) übereinstimmenden ersetzt werden können: 

cc^'^-B^a^^ bzw a^'^^ä^'^+s. 

Damit ist aber der ausgesprochene Satz (U) yollständig bewiesen. 

In ganz analoger Weise ergibt sich das entsprechende Besultat be- 
züglich der Kolonnen. 

4 Besonderes Interesse bietet wiederum der FaU, daß die wiAeren 
und oberen iterierten bzw. Doppellimites zusammenfallen. Wird das Zu- 
Bammenf allen des iterierten xuiteren und oberen Zeilenlimes, mit an- 
deren Worten, die Existmg ron lim lim a^**^ als einer einzigen bestimmten 

Zahl Toraosgesetzt, so ergibt sich zunächst aus dem Satze (II) der fol- 
gende Spezialsatz: 

(IIa) Wenn der vterierte Zeüeidmes Überhaupt eatisüertj so 
ist für seine EndUchkett und die ExieteHt eines (alsdann mit ihm 
gusammenfailenden) Doppi^Umes notwendig und hinreiehend, 
daß die Zeilen mvt ever^tuä^ AusschUtfi einer endlichen A^tmhi 
gleichmäßig heschränlit sind. 

Der analoge Säte würde daan in bezag auf den iteriiwten Eolonnoi^^ 
limes gelten. Nimmt man indessen den Satz (la) (ß, 284) 2u Hilf«, ao. 
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folgt Bchon auR der nach, dem Torstehenden Satze (Ua) recnütierenden 
Existenz eines endlichen Doiipellimea diejenige eines damit gleichwertigen 
iterierten Kohnnen]im.QB nnd diese letztere involTiert dann nach dem für 
die Eolonnen geltenden Analogen zu Satz (IIa) auch die gleichmäßige 
Besdi/ranktheit der Kohimen Man kann daher den Satz (II a), wenn man 
überdies noch berücksichtigt, daß die Exxsteng eines endltchen Doppd- 
limes mit der Konvergene der Doppelfolge zusammenfallt, dnrch den fol- 
genden allgemeineren ersetzen: 

(IIb) Für die Konvergenz der Doppdfolge (a^^j tst not- 
wendig und hinreichend, daß die Zeilen oder Kolonnen mtt 
eveniueUem Ausschluß emer endlichen Änedhl gleichmäßig be- 
schrankt smd^) und daß lim lima'J*^ hatv. hm lim aj''^ als ein- 

deutig "bestimmte Zahl existiert Sind diese Bedingungen für die 
Zeilen und für bm lim aj^^ erfüllt, so bestehen sie ohne weiteres 

auch für die Kolonnen und für lim lim a*[*'^, vice versa, und 
man hat xn beiden Fallen: 

[10) Um aj"^ = lim S a^"^ « lim lim «^"^ 

Da es freisteht^ den JDoppdhm^^ lim a^^^, sobald seine Existenz fest- 

steht, durch den speziellen für /i » v resultierenden, also dnrch den ein- 
''achen Limes hm a^ zu ersetzen, so hat man nnter den Yoranssetzangen 

les Satzes (IIb) insbesondere: 






hm Um fl ' 



hm hm a 



w 



-hma;''^«) 



w 



1) Sine DojppeUolge kann also konvergent sein, oJuie daß eine einzige Zeüe 
oder Kolonne) konvergiert Dagegen kann bei einer konrergenten Doppelfolge 
lOohitant eme endhdte Anzahl von ZeOen (Kolonnen) etgentht^ dtvergieren bzw 
»m unenditehee Orengtnterväll bedteen 

8) Em Beispiel fOr die Anwendung dieiei Frinsipi d. h. d^r MOghohkeit, einen 
tenexten Limei durch den einfachen Limea der „ikauptdiagonale" eu enetien, 
»letet Bohon die in 4 88, Nr. 8 gegebene DaisteUung dei Grencwertei einer kon- 
vergenten Folge unendliohei STstonbrCLohe ej^'^ (wo n die GlUderMtM jedes einzelnen 
braches mm KdUmne, t» leine XTummer — JZeüe der Doppdfolgtf (o^^^) bezeiohnei^ 
emuttöltt der Beziehmig: ^' 
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5. El bleiben noch die BeBiehungen der üeriertm Limites za dem 
iteren und oberen JOcpptiliiaeB f&r den Fall ku nutereuohen, daß die- 
Iben (proiitiv oder negativ) t^nm(ü%ch groß ausfallen. Hat man zunäohst 
r die iterierten ZeitenlinnteB: 

2) lim hm a^^ — — oo baw. lim lim o^'^ — + oo, 

I folgt AUB dem Satse (la) dieses Paragraphen, daß auoh: 
lim a^*^ — — oo haw. lim a^"* — ■+■ oo. 

s bestehen also in diesem Falle die den Hauptaussagen des Satzes (II) 
eses Paragraphen (S. 287) analogen Beziehungen: 

8) lim o^** — Hm lim a*^' b«w. lim a^'' - lim lim a^'^ 

me jede weitere VorauaMtaung. (Analog wiederum ftLr die Kolonnen.) 
Dea weiteren bleibt dann ftlr einZunrnmenfallen der ümerten Zeüen* 
mitee nooh als letste Mdgliohkeitt 

.4) lim Hm a*'* — 4- 00 b»w, — — oo. 



^enu dann der jDo|)sp#{limaa lim a^'^ Aberhaupt exisiiertf so folgt wiederum 

li dem S*tM (la), daß er mit dem üaridrim ZeiZenlimes (14) zusammen- 
Uli und daß daf gleiche aneh für den Üttieri«» JToZotmmUmes gili Das 
lalog« Reiultat ergibt tioh, wenn man statt von der Yoranuetiuug (14) 
>n der entapreohtsdeu fttr den Üäriwlm Kckntm^me* Um iM^i*^ 
sigehi i 

Da anderereeiti die Beilahang lima^'^«- + oo biw. «• — oo die 

'siehmäfiige IMmMMiluU der ZaÜm und KcHonnm nach sich zieht 
u 8. SdO» Fußnote 9) mi umgMkri, überdies auoh mit der MgmMm 
HoatgtitM dar Doppellolg» (aj,**) luwmmanflllt, so lassen, sich die vor- 
ieheaden Betraohkufsn m dem folgtndea mit dem Satie (Hb) ana- 



Um Um«<*>-Uia«,^*> 
0. B. im, Gl (»)). DIeiS DarstaUiguaf M soUsiig, da, wie neu Idoht er» 
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logen ^) Satze zusammenfassen, der im übrigen nichts neues aussagt, 
sondern, wie m der eben erwSbnten Fußnote bereits angedeutet wurde, 
lediglich eine andere Ausdrucksweise für die Definition der eigenthchen 
Divergenz einer Doppelfolge enthält: 

(ni) Für die eigenthche I)%i}ergen0 der Doppelfolge (a^"^) 
%8t notwendig und htnrezchend, duß die Zeilen oder Kolonnen 
gleicJimäßig unheschränlct sind Ist diese Bedingung fm die 
Zeilen erfMt, so besteht sie aitcTi fwr die Kolonnen^), vzce 
versa, tmd man Jiai sodann • 

(15) lim o^*"^ =■ hm 1^ a ["^ — hm hm a^"^ — + oo bzw. = — c» 



1) Em Unterschied in. der Formnliernng der beiden Sätze besteht dann, daß 
bei dem Satze (üb) die Ezifitenz von hm bm aj^^ oder lim hm a^^ ansdrückUch 



u 
v-^00 fi-*-9a "^ fi- 



vorausgesetzt werden muß, was hier nicht der Fall ist 

S) S § 42, Nr 4, üngl (88) (S 380) und die daran geknüpfte Bemerkung 



"*■% I / 
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